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Presentación

Señor: Decano de la Facultad de Ciencias Qúımicas, F́ısicas y Matemáticas.

Señor: Director de la Escuela Profesional de Matemática.

Señores: Miembros del Jurado.

El presente trabajo de tesis intitulado “DIFERENCIABILIDAD EN SENTIDO

CARATHÉODORY APLICADO AL TEOREMA DE LA FUNCIÓN INVERSA

PARA FUNCIONES VECTORIALES DE VARIABLE VECTORIAL”, tiene como

objetivo principal aplicar la diferenciabilidad en sentido Carathéodory a la demostra-

ción del teorema de la función inversa para funciones vectoriales de variable vectorial.

Este trabajo permite una comprensión profunda de la diferenciabilidad en sen-

tido Carathéodory, favoreciendo a los matemáticos y profesionales afines explorar y

contribuir a esta área de investigación. Asimismo motiva a los interesados a entrar

a esta ĺınea de estudio, aportando nuevos enfoques y complementando los conoci-

mientos ya adquiridos.

El contenido de este trabajo se divide en tres caṕıtulos, los cuales se describen a

continuación:

En el primer caṕıtulo, se aborda la fase inicial de la investigación, proporcionando

un marco comprensivo para el estudio. Se incluyen los siguientes elementos: Plan-

teamiento del problema, formulación del problema, justificación de la investigación

y los objetivos.



ii

En el segundo caṕıtulo, se presentan los antecedentes relevantes que contextua-

lizan y fundamentan la investigación. Para ello se realiza una revisión de art́ıculos

y libros que han influido en el desarrollo de la teoŕıa de la diferenciabilidad en sen-

tido Carathéodory. Se exploran estudios previos, resultados destacados y enfoques

adoptados por investigadores en campos relacionados.

El marco teórico, se sumerge en un profundo análisis que sustenta la investiga-

ción donde se considera los conceptos fundamentales como la transformación lineal,

se introduce la noción de espacios métricos y normados como fundamento para la

definición de continuidad y diferenciabilidad de funciones vectoriales.

En el tercer caṕıtulo, se profundiza en la construcción de la diferenciabilidad en

sentido Carathéodory, partiendo de los fundamentos de la diferenciabilidad clásica

para funciones de R en R. Este proceso implica una transición, donde los concep-

tos bien establecidos de la diferenciabilidad clásica se extienden de manera lógica

y rigurosa hacia el marco más general de funciones de Rn en Rm. Se desarrolla la

diferenciabilidad en sentido Carathéodory a partir de la teoŕıa clásica, estableciendo

una conexión esencial entre los contextos de funciones reales y funciones vectoriales.

Se extiende la definición de diferenciabilidad en sentido Carathéodory a funciones

de Rn en Rm, aprovechando los conceptos establecidos en el caṕıtulo anterior. Este

proceso implica consideraciones especiales debido a la naturaleza vectorial de las

funciones y la influencia de las métricas y normas. Se analiza el comportamiento

caracteŕıstico de la diferenciabilidad en sentido Carathéodory, identificando condi-

ciones bajo las cuales una función es diferenciable Carathéodory y contribuyendo

aśı a una comprensión más profunda de la naturaleza de la diferenciabilidad en

contextos más generales.
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Resumen

El teorema de la función inversa, un pilar fundamental en diversas disciplinas

matemáticas, sirve como base para explorar y comprender propiedades esenciales en

el análisis de funciones. En este contexto, la presente tesis se sumerge en el estudio

detenido y la aplicación espećıfica de la diferenciabilidad en sentido Carathéodory,

con un enfoque particular que es demostrar el teorema de la función inversa aplicado

a funciones vectoriales de variable vectorial.

El desarrollo teórico abarca la construcción de la diferenciabilidad en sentido

Carathéodory, partiendo de los cimientos de la diferenciabilidad clásica para funcio-

nes de R en R. La extensión de esta definición a funciones de Rn en Rm se realiza

con el respaldo de conceptos fundamentales introducidos en caṕıtulos anteriores. Se

realiza un análisis exhaustivo del comportamiento de la diferenciabilidad Carathéo-

dory, identificando condiciones precisas bajo las cuales una función es diferenciable

en sentido Carathéodory.

Enriqueciendo la teoŕıa con aplicaciones axiomáticas, se presentan ejemplos es-

clarecedores, como el cálculo de la derivada Carathéodory para transformaciones

lineales.

La culminación de este trabajo es la aplicación de diferenciabilidad en sentido

Carathéodory para funciones de Rn en Rn en la demostración del teorema de la
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función inversa. Es importante especificar que la extensión de la diferenciabilidad en

sentido Carathéodory es para funciones de Rn en Rm, sin embargo para el teorema

de la función inversa es necesario estudiarla con funciones de Rn en Rn.

Palabras clave: Continuidad de funciones, Diferenciabilidad en sentido Carathéo-

dory, Derivada de Carathéodory, Teorema de la Función Inversa, Transformación

lineal.
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Abstract

The inverse function theorem, a fundamental pillar in various mathematical dis-

ciplines, serves as a foundation for exploring and understanding essential properties

in function analysis. In this context, the present thesis delves into the thorough

study and specific application of differentiability in the Carathéodory sense, with

a particular focus on demonstrating the inverse function theorem applied to vector

functions of vector variables.

The theoretical development encompasses the construction of differentiability in

the Carathéodory sense, starting from the foundations of classical differentiability

for functions from R to R. The extension of this definition to functions from Rn to

Rm is carried out with the support of fundamental concepts introduced in earlier

chapters. An exhaustive analysis of the behavior of Carathéodory differentiability

is conducted, identifying precise conditions under which a function is Carathéodory

differentiable.

Enriching the theory with axiomatic applications, enlightening examples are pre-

sented, such as the calculation of the Carathéodory derivative for linear transforma-

tions.

The culmination of this work is the application of Carathéodory differentiability

for functions from Rn to Rn in the demonstration of the inverse function theorem.
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It is important to specify that the extension of differentiability in the Carathéodory

sense is for functions from Rn to Rm, however for the inverse function theorem it is

necessary to study it with functions from Rn to Rn.

Keywords: Function Continuity, Carathéodory Differentiability, Carathéodory

Derivative, Inverse Function Theorem, Linear Transformation.
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Caṕıtulo 1

Planteamiento del problema

1.1. Descripción de problema

El análisis funcional es una de las ramas más relevantes de las matemáticas, pues

su importancia es enfocada en su aplicación; sin embargo, muchas de las teoŕıas

desarrolladas en dicho campo no goza de alguna aplicación hasta el pasar de algunos

años, es decir, muchas veces se desarrolla y presenta estudios de matemática que no

se ve en una aplicación inmediata, aún aśı cuando transcurre años es posible quizás

encontrar alguna aplicación (aunque muchas veces no).

En ese contexto, el desarrollo de las matemáticas no puede detenerse indepen-

dientemente de que tenga o no alguna aplicación. Para ello este estudio es uno de los

que su enfoque es prioritariamente en lo axiomático (aplicación de la diferenciabili-

dad en sentido Carathéodory en la demostración del teorema de la función inversa),

no obstante también se presenta algunos ejemplos del cálculo.

La diferenciabilidad fue uno de los grandes avances en la matemática dada por

Isaac Newton y Gottfried Wilhelm Leibniz, independientemente, desarrollaron el
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cálculo en el siglo XVII. Newton utilizó el concepto de fluxiones, mientras que Leibniz

introdujo la notación de la derivada tal como se conoce hoy. Ambos contribuyeron

significativamente a la teoŕıa de la derivación y la diferenciabilidad.

En 1954 el matemático alemán Constantin Carathéodory expuso en una pagi-

na de su libro (Carathéodory, 1954) una forma peculiar de derivar, el cual pasó

por desapercibido por unos 40 años aproximadamente, pues en 1991 Stephen Kuhn

quien observó, estudió y publicó (Kuhn, 1991) la derivada a la Carathéodory para

funciones de R en R demostrando algunos de los teoremas fundamentales del cálcu-

lo mediante la diferenciabilidad a la Carathéodory, dándole un enfoque pedagógico.

Un año después (1992) Acosta, Delgado y Rodriguez publican (Acosta et al., 1992)

donde extienden la diferenciabilidad en sentido Carathéodory.

La idea fundamental de estos matemáticos fue encontrar una demostración dis-

tinta a la diferenciabilidad clásica de algunos teoremas importantes. Obteniendo aśı

ventajas y desventajas en el desarrollo de la diferenciabilidad en sentido Carathéo-

dory. Uno de los tantos teoremas fundamentales del cálculo para funciones de Rn en

Rn es el teorema de la función inversa. Dicho teorema es un resultado fundamental

en el cálculo y tiene una gran importancia en el estudio de funciones vectoriales y, en

general, en análisis matemático. Este teorema se aplica principalmente a funciones

que mapean un espacio vectorial en śı mismo, es decir, funciones de Rn en Rn o de

un espacio métrico a śı mismo.

La importancia del teorema de la función inversa para funciones vectoriales radica

en varios aspectos:

Existencia de inversa local: El teorema de la función inversa establece las con-

diciones bajo las cuales una función vectorial tiene una inversa local en un
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punto. Esto es crucial para el estudio de funciones que no son necesariamente

biyectivas (es decir, no tienen una inversa global), pero que aún pueden tener

inversas locales en regiones espećıficas del dominio. En otras palabras, una

función puede ser localmente invertible alrededor de un punto, incluso si no es

invertible en todo su dominio.

Estudio de la topoloǵıa: El teorema de la función inversa está relacionado

con la topoloǵıa de la función, ya que impone restricciones en términos de

continuidad y derivabilidad. Y la continuidad también se puede analizar desde

un punto de vista topológico.

Aplicaciones en cálculo multivariable: El teorema de la función inversa es una

herramienta esencial en el cálculo multivariable, ya que facilita el cálculo de

derivadas parciales y el estudio de cambios locales en funciones vectoriales.

Esto es útil en campos como la f́ısica, la ingenieŕıa y la economı́a, donde se

analizan sistemas complejos con múltiples variables.

Aśı como en la geometŕıa diferencial y el estudio de variedades diferenciables,

ya que establece que si una función diferenciable tiene un Jacobiano invertible

en un punto, entonces es localmente invertible alrededor de ese punto. Este

resultado es importante para entender los difeomorfismo locales.

En śıntesis, el teorema de la función inversa para funciones vectoriales es una

herramienta esencial para el análisis matemático y tiene aplicaciones significativas

en diversas áreas, lo que lo convierte en un resultado importante en el estudio de

funciones vectoriales y transformaciones en espacios métricos.

Ante esta gran importancia del teorema de la función inversa, el problema es
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en si, existirá la demostración por la diferenciabilidad en sentido Carathéodory del

teorema de la función inversa.

1.2. Formulación del problema

1.2.1. Problema general

¿Será posible demostrar mediante la diferenciabilidad en sentido Carathéodory

el teorema de la función inversa para funciones de Rn en Rn?

1.2.2. Problemas espećıficos

1. ¿Podrá construirse la diferenciabilidad en el sentido Carathéodory para fun-

ciones de R en R desde la diferenciabilidad clásica?

2. ¿Es viable extender la diferenciabilidad en el sentido Carathéodory para fun-

ciones de Rn en Rm?

3. ¿Es posible demostrar teoremas fundamentales del análisis para funciones de

Rn en Rm con la diferenciabilidad en sentido Carathéodory?

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Demostrar el teorema de la función inversa para funciones de Rn en Rn mediante

la diferenciabilidad en sentido Carathéodory.
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1.3.2. Objetivos espećıficos

1. Construir la diferenciabilidad en el sentido Carathéodory para funciones de R

en R desde la diferenciabilidad clásica.

2. Extender la diferenciabilidad en el sentido Carathéodory para funciones de Rn

en Rm.

3. Demostrar teoremas fundamentales del análisis para funciones de Rn en Rm

con la diferenciabilidad en sentido Carathéodory.

1.4. Justificación de la investigación

La diferenciabilidad en sentido Carathéodory surgió en las últimas décadas y

es una forma distinta de derivar, ya que, se basa fuertemente en el concepto de

continuidad.

En este trabajo se estudia el teorema de la función inversa, además bajo que

condiciones cumple este teorema con la diferenciabilidad en sentido Carathéodory;

aśı como también, qué requisitos precisamos para demostrar por medio de dicha

diferenciabilidad. En ese contexto este estudio procura generar iniciativa para aden-

trarse en el campo del cálculo o en otras ramas relacionadas al análisis, usando

esta diferenciabilidad distinta a la clásica, se sugiere compararlas con la derivada de

Frechét, la derivada de Gâteaux o por último y no menos importante, estudiar la

diferenciabilidad en sentido Carathéodory para espacios Banach.
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1.5. Limitaciones

La única limitación que obtuvo este trabajo es el excesivo costo de art́ıculos.

1.6. Metodoloǵıa

Tipo de investigación

El presente trabajo es de tipo básica. Además, es una investigación cient́ıfica-

bibliográfica.

Diseño de investigación

El diseño de esta investigación es el descriptivo - exploratorio. Por que se enfoca

en describir definiciones y teoremas, además de explorar lo axiomático y teórico de

libros y art́ıculos.
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Caṕıtulo 2

Marco teórico conceptual

2.1. Antecedentes

1. (Carathéodory, 1954) introduce la diferenciabilidad desde un nuevo punto de

vista al cual llamaremos diferenciabilidad en sentido Carathéodory, no obstante

el trabajo de Constantin Carathéodory fue enfocado en la teoŕıa de funciones

en variable compleja donde desarrolló introducción de los números complejos,

posterior a ello, teoŕıa de funciones anaĺıticas.

2. (Kuhn, 1991) en el art́ıculo “The Derivative á la Carathéodory” estudia esta

diferenciabilidad en sentido Carathédory, y aunque Constantin Carathéodory

utiliza esta definición dentro del marco de la teoŕıa de funciones de variable

compleja, Stephen Kuhn mostró que esta definición, aplicada a funciones de

variable real, facilita en gran parte el manejo demostrativo de algunos de los

teoremas del cálculo diferencial, como la regla de la cadena y el teorema de

la función inversa. Además uno de los objetivos de Stephen Kuhn fue pro-

mulgar en estudiantes del cálculo diferencial la diferenciabilidad en sentido
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Carathéodory.

3. (Acosta et al., 1992) en el articulo “La Derivada de Carathéodory” presenta

la demostración de algunos teoremas del cálculo diferencial para funciones

vectoriales de variable vectorial.

4. (Acosta G and Delgado G, 1994) presenta el art́ıculo “Fréchet vs. Caratheo-

dory” donde la diferenciabilidad Carathéodory compara con la derivada de

Fréchet además mediante un teorema demuestra su equivalencia entre ambos.

2.2. Marco teórico

2.2.1. Transformación Lineal e Isomorfismos

Definición 2.2.1. Sean V y W espacios vectoriales sobre el cuerpo K, T una función

de V en W . Se dice que T es una transformación lineal si posee las siguientes

propiedades:

(a) T (u+ v) = T (u) + T (v) para todo u, v ∈ V,

(b) T (λu) = λT (u) para todo u ∈ V , λ ∈ K

(Pulino, 2012, 221).

Se denota la familia de transformaciones lineales por

L (V,W ) = {T : V −→ W | T es transformación lineal}

. Cuando el espacio vectorial W = K, T se define como una funcional lineal. A dicha

funcional se denota por l. Además se define

V ∗ = {l : V −→ K | l es funcional lineal}
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como el espacio dual de V . Este último concepto de espacio dual es importante para

la diferenciabilidad observada desde el punto de vista algebraico que posteriormente

se revisará.

Definición 2.2.2. Sean V yW espacios vectoriales de dimensión finita sobre el cuerpo

F. Una transformación lineal T : V → W biyectiva, se llama isomorfismo de V en

W . Cuando existe un isomorfismo de V en W , se dice que son isomorfos, o que V

es isomorfo a W . El isomorfismo T : V → V se denomina un automorfismo de V

(Pulino, 2012, 244).

En muchas ocasiones, en el ámbito matemático, nos encontramos con la necesi-

dad de relacionar el espacio vectorial Rn con el espacio de matrices Mn×1(R). Esta

identificación puede parecer trivial en muchas ocasiones, pero es importante com-

prender que se esta tratando con dos espacios vectoriales que son isomorfos, lo que

significa que existe una correspondencia biuńıvoca entre ellos, el cual es expuesta en

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.3. Sean Rn yMn×1 espacios vectoriales, entonces Rn es isomorfo aMn×1,

definido de la siguiente forma:

(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn −→



x1

...

xi

...

xn


∈ Mn×1

Definición 2.2.4. Sea T : V → W una transformación lineal. Se define la imagen de

T , denotada por imT , por imT = {y ∈ W | y = Tx}. Se define el núcleo de T ,

denotado por kerT , por kerT = {x ∈ V | Tx = 0}(Bueno, 2006).
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Teorema 2.2.5. Sea V , W espacios vectoriales de dimensión finita. Para toda trans-

formación lineal T : V −→ W entonces dimV = dim(kerT ) + dim(imT )(Lages,

2009).

Corolario 2.2.6. Sean V ,W espacios vectoriales de la misma dimensión finita n. Una

transformación lineal T : V −→ W es inyectiva si, y solamente si, es sobreyectiva y

por tanto es isomorfismo (Lages, 2009).

Teorema 2.2.7. Sean V y W espacios vectoriales de dimensión finita sobre el cuerpo

F. Entonces, V y W son isomorfos si, y solo si, dimV = dimW (Pulino, 2012).

Demostración.

(⇒) Sea T : V → W un isomorfismo, es decir, ker(T ) = {0V } e Im(T ) = W . Por

el teorema del núcleo y de la imagen se tiene,

dimV = dim(ker(T )) + dim(imT ),

pero dim(kerT ) = 0, entonces,

dimV = dimW.

(⇐) Sean β = {v1, . . . , vn} y γ = {w1, . . . , wn} las bases para los espacios vectoriales

V y W , respectivamente. Se define la transformación lineal T : V → W de la

siguiente manera:

T

(
n∑

i=1

civi

)
=

n∑
i=1

ciT (vi) =
n∑

i=1

ciwi,

donde se define T (vi) = wi para i = 1, . . . , n.

Se puede verificar que kerT = {0V }. De hecho, se considera un elemento v ∈ kerT

que se escribe de manera única como:

v =
n∑

i=1

civi ⇒ T (v) =
n∑

i=1

ciwi = 0W ,
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como {w1, . . . , wn} es linealmente independiente, esto implica que

c1 = . . . = cn = 0.

Aśı, se verificó que T es una transformación inyectiva.

Finalmente, aplicando el teorema del núcleo y de la imagen, se tiene que

dimV = dim(kerT ) + dim(imT ) ⇒ dim(imT ) = n.

Luego, imT = W . Por lo tanto, se demostró que T es un isomorfismo de V en W .

Definición 2.2.8. Sea V y W espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo, y sea

T : V → W una transformación lineal. Se elige bases {v1, v2, . . . , vn} para V y

{w1, w2, . . . , wm} para W , la matriz asociada a T con respecto a estas bases es la

matriz A = [aij] tal que:

T (vj) =
m∑
i=1

aijwi,

donde aij es el coeficiente en la i-ésima fila y j-ésima columna de la matriz A.

Observación 2.2.9. En el caso de V = Rn y W = Rm, es relevante notar que existe

un par natural de bases canónicas en estos espacios vectoriales. Esto permite que el

isomorfismo φ : L (Rn;Rm) → Mm×n se defina de manera única, sin necesidad de

elecciones arbitrarias. En otras palabras, a cada transformación lineal A : Rn → Rm

le corresponde una matriz φ(A) = [aij], en la cual la j-ésima columna está dada por

A · ej = (a1j, . . . , amj) (Lages, 2009).

Además, cada funcional lineal f : Rn → R puede asociarse de manera natural con

una matriz [a1, . . . , an] ∈ M1×n o, de forma equivalente, con un vector (a1, . . . , an).

Las correspondencias entre la matriz [a1, . . . , an] y el funcional f tal que f(ei) = ai,

aśı como entre el funcional f y el vector (a1, . . . , an), establecen isomorfismos entre

M1×n ,(Rn)∗ y Rn, todos determinados por la base canónica de Rn.
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Esta último observación es relevante tanto en el contexto de la diferenciabilidad

de Fréchet como en el sentido de Carathéodory.

Nota 2.2.10. Se utilizará la notación ∼= para indicar la existencia de un isomorfismo

entre los espacios vectoriales correspondientes.

2.2.2. Espacios Métricos y Normados

Definición 2.2.11. Una métrica en un conjunto X es una función

d : X×X −→ R+
0 que asocia a cada par ordenado de elementos x, y ∈ X un número

real no negativo denotado por d(x, y), llamado distancia de x a y, satisfaciendo las

siguientes condiciones para cualquier x, y, z ∈ X:

1. d(x, x) = 0

2. Si x ̸= y entonces d(x, y) > 0

3. d(x, y) = d(y, x)

4. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

(Lima, 1977)

Al par ordenado (X, d) se denomina espacio métrico, donde X es un conjunto y

d es una distancia definida en X.

Ejemplo 2.2.12. Dado el conjunto no vaćıo cualquier X se define la función ddis en

X donde

ddis(x) =


1 , si x ̸= y

0 , si x = y

(X, ddis) es un espacio métrico, llamado espacio métrico discreto.



13

Ejemplo 2.2.13. Se consideraX = Rn y además x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn)

elementos de X. En este contexto, se pueden definir tres métodos naturales para de-

finir la distancia entre dos puntos en Rn:

1. Distancia Euclidiana:

du(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + . . .+ (xn − yn)2 =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2

(Lima, 2008).

2. Distancia de Manhattan:

d1(x, y) = |x1 − y1|+ . . .+ |xn − yn| =
n∑

i=1

|xi − yi|

(Lima, 2008).

3. Distancia Chebyshev:

d∞(x, y) = máx{|x1 − y1|, . . . , |xn − yn|} = máx
1≤i≤n

|xi − yi|

(Lima, 2008).

Es importante mencionar que, aunque las definiciones de estas normas se encuentran

en el libro que cito, los nombres espećıficos de las mismas no están expĺıcitamente

mencionados en dicho libro.

Definición 2.2.14. Si X es un espacio vectorial sobre el cuerpo F (caso particular

F = R ó C) la función ∥·∥ : X −→ R+
0 se dice una norma si:

1. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ∀x, y ∈ X.

2. ∥λx∥ = |λ|∥x∥ ∀x ∈ X;∀λ ∈ k.
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3. ∥x∥ = 0 si, y solo, x = 0 ∀x ∈ X.

(Gourdon, 2020).

El par (∥ · ∥, X), donde ∥ · ∥ es una norma y X es un espacio vectorial, se llama

un espacio normado o espacio vectorial normado.

Considerando a X = Rn como un espacio vectorial normado, las normas más

conocidas son:

Norma absoluta: ∥x∥ = |x|, para todo x ∈ R.

Norma de Manhattan: Sea x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, entonces

∥x∥1 = |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn| =
n∑

i=1

|xi| donde i = 1, . . . , n.

Norma Euclidiana: Sea x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, entonces

∥x∥2 =
√

|x1|2 + |x2|2 + · · ·+ |xn|2 =

(
n∑

i=1

|xi|2
)1/2

.

p-norma: Sea x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn y para cada p ∈ R+ tal que p ≥ 1,

entonces

∥x∥p = p
√

|x1|p + |x2|p + · · ·+ |xn|p =

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

.

Norma del supremo: Sea x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, entonces

∥x∥∞ = sup{|x1|, |x2|, . . . , |xn|} = sup
i=1,...,n

|xi|.

Estas dos últimas normas son particulares, pues la p-norma es una generalización

de la norma Euclidiana y p tiene que ser estrictamente mayor o igual a 1, es decir,

es posible demostrar que para p ∈]0, 1[ se tiene que ∥·∥p no es una norma. Luego

para x ∈ Rn fijo, se tiene ∥x∥p
p→∞−−−→ ∥x∥∞.
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Definición 2.2.15. Dos distancias d, d′ sobre X son equivalentes si, existe a, b > 0 tal

que ∀x, y ∈ X cumple que,

a · d(x, y) ≤ d′(x, y) ≤ b · d(x, y).

Análogamente, dos normas ∥.∥1, ∥.∥2 son sobre un espacio vectorial X son dichas

equivalentes si, existe a, b > 0 tal que ∀x, y ∈ X cumple que,

a · ∥x∥1 ≤ ∥x∥2 ≤ b · ∥x∥1

(Gourdon, 2020).

Teorema 2.2.16. Todas las normas en el espacio Rn son equivalentes

(Bueno, 2006).

Demostración.

Sea x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn y ∥ · ∥0 una norma arbitraria en el espacio Rn. Se

demostrará que esta norma es equivalente a la norma ∥ · ∥∞, dada por

∥x∥∞ = máx
1≤i≤n

|xi|.

Primero, def́ınase λ := ∥e1∥0 + . . .+ ∥en∥0. Entonces, para todo x ∈ Rn, se tiene

∥x∥0 = ∥x1e1 + . . .+ xnen∥0 ≤
n∑

i=1

|xi|∥ei∥0 ≤ λ∥x∥∞.

Esto muestra que la aplicación f : (Rn, ∥ · ∥∞) → R+ dada por f(x) = ∥x∥0 es

continua. Por lo tanto, alcanza un mı́nimo κ en el conjunto

S := {x ∈ Rn | ∥x∥∞ = 1}. Además, κ > 0 porque ∥ · ∥0 es una norma. Aśı, si

0 ̸= x ∈ Rn, entonces
(

x
∥x∥∞

)
∈ S y se tiene

∥∥∥∥ x

∥x∥∞

∥∥∥∥
0

≥ κ =⇒ κ∥x∥∞ ≤ ∥x∥0.
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En resumen, se han demostrado las desigualdades

κ∥x∥∞ ≤ ∥x∥0 ≤ λ∥x∥∞,

lo que demuestra que las normas ∥ · ∥∞ y ∥ · ∥0 son equivalentes.

Entonces, para el caso de un espacio vectorial de dimensión finita, todas as

normas son equivalentes. Posteriormente se utilizará estos conceptos en el sub-

subcaṕıtulo de “Diferenciabilidad de funciones vectoriales normados de dimensión

finita”.

Observación 2.2.17. Todo espacio normado puede considerarse como un espacio mé-

trico, en el que la distancia d(x, y) entre x e y es ∥x − y∥ (Rudin, 2012). Más no

necesariamente se cumple lo rećıproco.

Además :

1. 0 ≤ d(x, y) <∞ para cualquiera x e y.

2. d(x, y) = 0 si, y solo si, x = y.

3. d(x, y) = d(y, x) para cualquiera x e y.

4. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) para cualquiera x, y y z.

Es decir, en muchos casos, un espacio métrico puede ser definido en términos

de una norma. Si se tiene un espacio vectorial con una norma, es posible definir

una métrica utilizando la norma. Por ejemplo, en el espacio euclidiano Rn, la norma

euclidiana define una métrica du(x, y) =
√∑n

i=1(xi − yi)2. Sin embargo, no todos los

espacios métricos se pueden asociar directamente con una norma. Como el Ejemplo

2.2.12 el espacio métrico discreto, donde la distancia entre dos puntos es 1 si son
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diferentes y 0 si son iguales, no se puede expresar en términos de una norma. Mientras

que una norma puede ser utilizada para definir una métrica en ciertos espacios, no

todos los espacios métricos pueden ser descritos mediante normas. Por lo tanto, la

relación entre espacios métricos y normas es más compleja y no es una implicación

directa en ambos sentidos.

Ejemplo 2.2.18. (Norma euclidea) La función x 7→ ∥x∥2, de Rn en R, definida por

∥x∥2 =

(
n∑

k=1

|xk|2
) 1

2

,

para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, es una norma sobre Rn, llamada norma eucli-

diana (Rudin, 2012).

Definición 2.2.19. Sea el espacio normado (X, ∥ · ∥). Una bola abierta de centro en

x0 ∈ X y radio r > 0 se define como el conjunto de puntos x ∈ X que están a una

distancia menor que r de x0:

B(x0, r) = {x ∈ X : ∥x− x0∥ < r}

(Rudin, 2012).

Definición 2.2.20. Sea el espacio normado (X, ∥ · ∥). Una bola cerrada de centro

x0 ∈ X y radio r > 0 como el conjunto de puntos x ∈ X que están a una distancia

menor o igual que r de x0:

B′(x0, r) = {x ∈ X : ∥x− x0∥ ≤ r}

Teorema 2.2.21. Sea f ∈ L (E,F ), donde E,F son espacios vectoriales normados.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1. f es continua en E;

2. f es continua en 0;

3. f está acotada en la bola unidad cerrada BE(0, 1) de E;

4. f está acotada en la esfera unidad SE(0, 1) de E;

5. Existe una constante M > 0 tal que ∥f(x)∥ ≤M∥x∥ para todo x ∈ E;

6. f es lipschitziana;

7. f es uniformemente continua en E.

(Gourdon, 2020)

Corolario 2.2.22. Toda transformación lineal de la forma T : Rn → Rm es continua.

(Bueno, 2006)

Definición 2.2.23. Sea el espacio normado (X, ∥ · ∥). Se dice que una sucesión

{xk}∞k=1 ⊂ X es convergente a x ∈ X (indicado como xk → x) si, para cada número

natural k, la norma de la diferencia ∥xk − x∥ tiende a cero.

Definición 2.2.24. Si {xk} no converge, entonces se dice que diverge. (Apostol, 2020).

Definición 2.2.25. Dada una sucesión {xk}∞k=1 en un espacio normado (X, ∥ · ∥). Se

dice que esta sucesión es de Cauchy si, para cualquier número real positivo ϵ > 0,

existe un número natural n0 tal que para todo par de ı́ndices k, l mayores o iguales

que n0, la distancia entre los términos xk y xl es menor que ϵ, es decir:

∀ϵ > 0,∃n0 ∈ N tal que ∀k, l ≥ n0, ∥xk − xl∥ < ϵ

Rudin (2012).
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Esta definición establece que una sucesión es de Cauchy si, dado cualquier valor

positivo ϵ, se puede encontrar un punto en la sucesión a partir del cual todos los

términos subsiguientes estén dentro del radio de ϵ. En otras palabras, la sucesión se

contrae en el sentido de la norma ∥ · ∥ a medida que avanzamos en la sucesión.

Definición 2.2.26. Sea (X, ∥ · ∥) un espacio normado. Se dice que X es un espacio

completo si toda sucesión de Cauchy converge en X.

Definición 2.2.27. Un espacio vectorial, normado y completo se denomina espacio

de Banach (Rudin, 2012).

Observación 2.2.28. En esta investigación, se enfoca en el espacio Rn, que es un

espacio de dimensión finita. La elección de la norma en Rn no afectará significati-

vamente el estudio, ya que, según el Teorema 2.2.15, todas las normas en Rn son

equivalentes. Además, es importante destacar que Rn es un espacio de Banach, lo

que significa que es un espacio normado completo, es decir, cualquier sucesión de

Cauchy en Rn converge a un punto dentro de Rn.
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2.2.3. Continuidad de Funciones vectoriales

Definición 2.2.29. Sea U ⊂ Rn.

Una vecindad de x, es un subconjunto V ⊂ Rn tal que V contiene un abierto

U con x ∈ U , es importante observar que B(x, ϵ) es un abierto, aśı se tiene

que, V es vecindad de x, si y solo si, existe ϵ > 0 tal que B(x, ϵ) ⊂ V .

Se dice que a ∈ Rn es un punto de acumulación de U si para todo vecindad V

de a, V ∩ U ̸= ∅ y V ∩ U ̸= {a}, lo que también se escribe como

(∀ϵ > 0), B(a, ϵ) ∩ U ̸= ∅ y B(a, ϵ) ∩ U ̸= {a}.

Se dice que a ∈ U es un punto aislado de U si existe un vecindario V de a tal

que V ∩ U = {a}, lo que también se escribe como

(∃ϵ > 0), B(a, ϵ) ∩ U = {a}

(Gourdon, 2020).

Definición 2.2.30. Sea U un subconjunto abierto de Rn. Una función vectorial de

variable vectorial se define como f : U → Rm donde sus coordenadas f1, . . . , fm :

U → R, son dadas por la relación

f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)), x ∈ U.

(Lima, 1973)

Esto es:

Si a cada vector x = (x1, x2, · · · , xn) le hace corresponder un vector

y = (y1, y2, · · · , ym), es decir, y = f(x). Más precisamente lo denominan aplicación,
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sin embargo en este estudio consideraremos usar el termino de función. Se utilizará

la siguiente notación:

y1 = f1(x1, x2, . . . , xn)

y2 = f2(x1, x2, . . . , xn)

...

ym = fm(x1, x2, . . . , xn)

Con f = (f1, f2, . . . , fm). Cada fi son funciones escalares (campos escalares),

fi : Rn → R, y se les denomina funciones componentes o proyecciones de la función

vectorial f .

En adelante, las funciones vectoriales de variable vectorial, más precisamente, las

funciones dadas por, f : U ⊂ Rn → Rm serán llamadas solo como funciones.

Definición 2.2.31. Sea la función f : U ⊂ Rn → Rm y a un punto de acumulación

de U , l ∈ Rm es el ĺımite de f(x) cuando x tiende a a y se escribe

ĺım
x→a

f(x) = l

si ∀ϵ > 0,∃δ > 0 tal que 0 < ∥x− a∥ < δ ⇒ ∥f(x)− l∥ < ϵ (Apostol, 2020).

Teorema 2.2.32. Sean f : U ⊂ Rn → Rm y a un punto de acumulación de U . Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Existe un ĺımite l cuando x se aproxima al punto a tal que

f(x) = l = (l1, l2, . . . , lm).

2. Existen ĺımites individuales li cuando x se aproxima a a para cada componente

i de f(x), es decir, ∃ ĺımx→a fi(x) = li ∈ R para i = 1, 2, . . . ,m.



22

Definición 2.2.33. Sea la función f : U ⊂ Rn → Rm. Se dice que f es continua en

un punto a ∈ U si para cualquier ϵ > 0, existe δ > 0 tal que para todo x ∈ U , si

∥x− a∥ < δ, entonces ∥f(x)− f(a)∥ < ϵ (Apostol, 2020).

Nota 2.2.34. La definición dice exactamente que para cualquier bola B1(f(a), ϵ) exis-

te una bola B2(a, δ) con f(B2) ⊂ B1, o equivalentemente, f−1(B1) ⊃ B1.

Teorema 2.2.35. La función f : U → Rm es continua en el punto a ∈ U ⊂ Rn si, y

solo si, para toda sucesión xk ∈ U con ĺım xk = a, se tiene ĺım f(xk) = f(a).

(Lima, 2008).

Teorema 2.2.36. Sean f : U ⊆ Rn → Rm y g : V ⊆ Rn → Rm funciones continuas

en sus respectivos dominios U y V , donde U y V son conjuntos abiertos no vaćıos

en Rn. Entonces:

Las funciones f + g y f − g son continuas en U ∩ V .

La función f · g (producto componente a componente) es continua en U ∩ V .

La función f/g, definida componente a componente como

(
f

g

)
i

(x) =
fi(x)

gi(x)
,

es continua en U ∩ V si gi(x) ̸= 0 para todo i = 1, . . . ,m y x ∈ U ∩ V .

Demostración. Para demostrar la continuidad de f+g en U∩V , sea una sucesión

{xk} en U ∩ V tal que xk → x cuando k → ∞, donde x ∈ U ∩ V . Se debe mostrar

que (f + g)(xk) → (f + g)(x).

Dado que f y g son continuas en U y V , respectivamente, se tiene que:

f(xk) → f(x) y g(xk) → g(x) cuando k → ∞.
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Por la propiedad de suma de ĺımites, se concluye que:

(f + g)(xk) = f(xk) + g(xk) → f(x) + g(x) = (f + g)(x).

Esto implica que f + g es continua en x. Dado que x es arbitrario en U ∩ V , se

concluye que f + g es continua en U ∩ V .

De manera similar, la continuidad de f − g sigue directamente del hecho de que

la resta es una operación continua en Rm.

Para f ·g (producto componente a componente), la continuidad resulta de la pro-

piedad de que el producto de funciones continuas es continuo. Para cada componente

i = 1, . . . ,m, se tiene:

(f · g)i(xk) = fi(xk) · gi(xk) → fi(x) · gi(x) = (f · g)i(x).

Finalmente, para f/g, se requiere la condición adicional de que gi(x) ̸= 0 para

todo i = 1, . . . ,m y x ∈ U ∩ V . Bajo esta condición, el cociente componente a

componente es continuo porque la división es una operación continua siempre que

el denominador no sea cero:

(
f

g

)
i

(xk) =
fi(xk)

gi(xk)
→ fi(x)

gi(x)
=

(
f

g

)
i

(x).

Por lo tanto, f/g es continua en U ∩ V bajo la condición de que gi(x) ̸= 0.

Proposición 2.2.37. Sea Rn,Rm, Rr, tres espacios normados de dimensión finita, y

sus funciones f : Rn −→ Rm , g : Rm −→ Rr, a ∈ Rn. Suponga que f es continua

en a y g es continua en f(a). Entonces g ◦ f es continua en a. (Gourdon, 2020)

Demostración. Sea δ > 0, ϵ > 0 y considérese las bolas B2 = B(f(a)), δ) ;

B3 = B(g(f(a)), ϵ), por hipótesis se tiene que g es continua en f(a), entonces existe

δ > 0 tal que g(B2) ⊂ B3. Perciba que f es continua en a, entonces existe η > 0 tal
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que f(B(a, η)) ⊂ B2 (podemos denotar B1 = B(a, η)), luego g(f(B1) ⊂ g(B2) ⊂ B3.

Se concluye g ◦ f es continua en a. Para mayor entendimiento se presenta el gráfico.

Estos últimos teoremas, son fundamentales para el siguiente caṕıtulo, pues la

diferenciabilidad en sentido Carathéodory se sujeta fuertemente a la continuidad de

una función, ya sea una función real de variable real o vectorial de variable vectorial.

2.2.4. Norma Matricial

Ahora se considera una norma en Rn y otra en Rm. Por el Corolario 2.2.22, se

sabe que las transformaciones lineales de tipo A : Rn −→ Rm es continua, luego por

el Teorema 2.2.21 es lipschitziana, es decir, existe un c > 0 tal que ∥A x∥ ≥ c∥x∥

para todo x ∈ Rn. En la desigualdad, las normas de los espacios Rn y Rm no

necesariamente tiene que ser los mismos, pues por el Teorema 2.2.16 las normas en

espacios con esas caracteŕısticas son equivalentes.

Ahora se estudia cuando se restringe a los vectores unitarios en Rn, o sea, si

x ∈ Rn se tiene ∥x∥ = 1, entonces ∥Ax∥ ≤ c, esto es, A transforma la esfera

unitaria de Rn definida por Sn−1 = {x ∈ Rn : ∥x∥ = 1} en un subconjunto acotado

de Rm. Perciba que Sn−1 es cerrado y acotado en el espacio de dimensión finita

Rn (compacto). Este caso también puede ser observado mediante la proposición

“La imagen de un conjunto compacto por una aplicación continua es un conjunto
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compacto” (Lima, 1977, 210), es decir la imagen de Sn−1 mediante la transformación

continua A es un compacto (cerrado y acotado).

En ese contexto, dichas consideraciones permite introducir una norma en el espa-

cio vectorial L (Rn,Rm) ∼= Rnm. Aśı para cada transformación lineal A : Rn −→ Rm,

∥A∥ := sup{∥A x∥ : ∥x∥ = 1}

Proposición 2.2.38. Sea A : Rn → Rn la transformación lineal dada por la matriz

A ∈Mn×n(K). Entonces:

(i) La aplicación ∥ · ∥ :Mn×n(K) → [0,∞) es una norma;

(ii) ∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥ para cualesquiera A,B ∈Mn×n(K);

(iii) ∥A∥ = máx∥x∥=1=∥y∥ |⟨Ax, y⟩|

(Bueno, 2006).

2.2.5. Diferenciabilidad de funciones vectoriales en espacios norma-

dos de dimensión finita

En esta sección se estudia brevemente la diferenciabilidad según Fréchet (clásica)

de funciones vectoriales de variable vectorial finita, con la finalidad de conservar la

forma de diferencial de dichas funciones o más expĺıcitamente dichas aplicaciones

f : Rn −→ Rm.

Teorema 2.2.39 (Derivada como aproximación lineal). Dado un intervalo abierto

I ⊆ R, una función f : I → R es diferenciable en a ∈ I , si existe una función lineal

A(h) : R → R, tal que la función ε : ]− δ, δ[−→ R, definida por la igualdad

ε(h) := f(a+ h)− [f(a) + A(h)]
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cumple

ĺım
h→0

ε(h)

h
= 0,

se tiene A = dfa.

En este teorema, la estructura utilizada es la de un espacio vectorial de R. Dicho

de otra forma, la función afim h 7−→ A(h) = f(a) + dfah es la mejor aproximación

de f cerca a a (A es la aproximación de f en a)

Una interpretación gráfica es:

Definición 2.2.40. Sean E;F dos espacios vectoriales normados de dimensión finita,

el abierto U ⊂ E, a ∈ U y la función f : U −→ F . Se dice que f es diferenciable

en a se existe una aplicación lineal A ∈ L (E,F ) tal que

f(a+ h) = f(a) + A(h) + ε(h) , con
ε(h)

∥h∥
h→0−−→ 0

(Lima, 2008).

Se verifica que si A existe, es única y se denota por dfa = A, llamada diferencial

de f en a.

Observación 2.2.41. La notación de diferenciabilidad no depende de las normas, en

Rn se puede escoger la norma más conveniente para mostrar que f es diferenciable.
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Proposición 2.2.42. Sea f : U ⊂ E −→ F una función, U un abierto, a ∈ U tal que

f es diferenciable en a. Entonces la diferencial é única.

Demostración

Suponga que

f(a+ h) = f(a) + A1(h) + ε1(h)

= f(a) + A2(h) + ε2(h)

donde A1, A2 ∈ L (E,F ) y εk(h)
∥h∥

h→0−−→ 0 con k = 1, 2. Haciendo la diferencia, se

obtiene A1(h) − A2(h) + ε1(h) − ε2(h) = 0 si y solo si A(h) = ε(h) para A =

A1 − A2 ∈ L (E,F ) y ε(h) = ε1(h) − ε2(h). Por tanto, A(h)
∥h∥

h→0−−→ 0. Pero para

cualquier t > 0, A(th)
∥th∥ = tA(h)

t∥h∥ = A(h)
∥h∥

Para h fijo y t→ 0 se tiene que A(h)
∥h∥ = A(th)

∥th∥
t→0−−→ 0. Finalmente A = 0 y A1 = A2

Derivadas Parciales

Definición 2.2.43. Sea f : U ⊂ E −→ F una función (U abierto, E,F dos espacios

vectoriales normados de dimensión finita), y sean a ∈ U un punto, v ∈ E un vector

y φ : t ∈ I ⊂ R 7−→ f(a + tv) ∈ F una función. Se dice que f es diferenciable en

dirección al vector v, si φ es diferenciable en t = 0. El vector φ′(0) ∈ F se llama

derivada de f en dirección de v en a.

Proposición 2.2.44. Si f es diferenciable en a, entonces para cualquier vector v ∈ E,

f es derivable en a en la dirección v. Además de eso, la derivada es dfa(v).

Nota 2.2.45. En caso E = Rn , F = Rm, f : U ⊂ Rn −→ Rm.

Si v = ei = (0, · · · , 0, 1︸︷︷︸
i -ésima coordenada

, 0, · · · , 0), entonces dfa(e1) puede ser calcu-

lada usando φ(t) = f(a, · · · , ai−1, ai + t, ai+1, · · · , a), o sea, fijando todas las coor-

denadas menos la i-ésima. Se obtiene aśı la derivada ∂f
∂xi

(a).
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Definición 2.2.46. Sea f : U ⊂ Rn −→ Rm la función definida en el abierto U . Se

dice que la derivada parcial de f con respecto a xi, denotada por ∂f
∂xi

existe en a ∈ U ,

si f es derivable en a en dirección ei, y ponemos

∂f

∂xi
(a) =

d

dt
(f(a1, · · · , ai−1, ai+t, aa+1, · · · , an))

(Gourdon, 2020)

Es decir, las derivadas parciales son las derivadas en dirección al vector canónico

del espacio vectorial estudiado.

Proposición 2.2.47. Sea la función f : U ⊂ Rn −→ Rm definida en el abierto U . Si

f es diferenciable en a ∈ U , entonces

dfa(h) =
n∑

i=1

∂f

∂xi
(a)hi

donde h = (h1, · · · , hn)(Gourdon, 2020).

Observación 2.2.48. Si f es diferenciable en a, entonces f es diferenciable en todas

las direcciones, y esto último implica que las derivadas parciales ∂f
∂xi
, · · · , ∂f

∂xp
existen.

Se debe tener cuidado, ya que las funciones que tienen derivadas parciales, no

necesariamente son diferenciables, tampoco las funciones que tienen derivadas di-

reccionales.

La matriz Jacobiana de dfa en las bases canónicas de Rn y Rm está dada por

Jaf =

[
∂fi
∂xj

(a)

]
1≤i≤m,1≤j≤n

∈ Mm×n.

Teorema 2.2.49. La función f : U ⊂ Rn −→ Rm es diferenciable en el punto a ∈ U

(U abierto), si y solamente si, cada una de sus funciones coordenadas

f1, · · · , fm : U −→ R es diferenciable en ese punto.(Lima, 2008)
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Definición 2.2.50. La función f : U ⊂ Rn −→ Rm definida en el abierto U . Se dice

que f es diferenciable en U cuando es diferenciable en todos los puntos de U (Lima,

2008).

Teorema 2.2.51. Sea f : U → Rm definida en el abierto U ⊂ Rn. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

1. f es diferenciable y la aplicación derivada df : U → L (Rn;Rm) es continua;

2. Las funciones-coordenada f1, . . . , fm : U → R de la aplicación f tienen deri-

vadas parciales continuas
∂fi
∂xj

: U → R;

3. Para cada v ∈ Rn, existe la derivada direccional
∂f

∂v
(x) en cualquier punto

x ∈ U y la aplicación
∂f

∂v
: U → Rm es continua.

Observación 2.2.52. Se dice que la aplicación f : U ⊂ Rn −→ Rm es de clase C 1

en el abierto U cuando la función f cumple una de las (y por su equivalencia todas)

condiciones del Teorema 2.2.51, también se le conoce a f como continuamente

diferenciable.

Proposición 2.2.53. Sean f, g : U ⊂ Rn −→ Rm dos funciones definidas en el abierto

U , diferenciables en a ∈ U . Entonces

f + g es diferenciable en a y

d(f + g)a = dfa + dga

Para cada escalar λ ∈ R, λ f es diferenciable en a y

d(λf)a = λdfa

(Gourdon, 2020).
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Proposición 2.2.54. Sean los abiertos U ⊂ Rn, V ⊂ Rm y f : U −→ Rm ,

g : V −→ Rp, con f(U) ⊂ V , a ∈ U . Si que f es diferenciable en a ∈ U y g

diferenciable en b = f(a) ∈ V , entonces (g ◦ f) es diferenciable en a y

d(g ◦ f)a = dgb · dfa

(Gourdon, 2020).

Equivalentemente la regla de la cadena para derivadas parciales es:

∂(g ◦ f)k
∂xi

(a) =
m∑
j=1

∂gk
∂yj

(f(a)) · ∂fj
∂xi

(a)

Definición 2.2.55. Sea U un abierto de Rn y V un abierto de Rm. Una biyección

f : U → V se llama un difeomorfismo de U sobre V cuando es diferenciable y su

inversa f−1 : V → U también es diferenciable (Lima, 2008).

Por otro lado, se llama difeomorfismo local a la función f : U ⊂ Rn −→ Rn

definida en el abierto U , tal que ∀ x ∈ Rn existe W ⊂ U vecindad abierta de x, y

V ⊂ Rn vecindad abierta de f(x) tal que f |W : W −→ V sea un difeomorfismo

A continuación se presenta el teorema de la función inversa o también conocida

como el teorema de inversión local.

Teorema 2.2.56. Sea la función f : U ⊂ Rn −→ Rn definida en el abierto U de

clase C 1 y a ∈ U tal que dfa ∈ L (Rn,Rn) sea un isomorfismo (o equivalentemente

det(Jaf) ̸= 0). Entonces f es un difeomorfismo local.

Observación 2.2.57. Si f tiene un inverso f−1 diferenciable, entonces f−1 ◦ f = id

luego por la regla de la cadena (df−1)f(a) ◦ (df)a = id.
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Caṕıtulo 3

Diferenciabilidad en sentido

Carathéodory y el teorema de la

función inversa

3.1. Derivada clásica

En esta sección se formula la derivada de una función real de variable real en

sentido clásico. Con las definiciones y teoremas de diferenciabilidad para funciones

reales de variable real esencialmente como nos da Cauchy, t́ıpicamente se presenta

de la siguiente forma.

Definición 3.1.1. (Derivada clásica) Sea f : I ⊂ R −→ R la función real de variable

real definida en el intervalo abierto I, donde I contiene al punto x0, la derivada de

f en x0 denotada como f ′(x0), se define como el ĺımite:

f ′(x0) = ĺım
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

(Apostol, 2020).
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Figura 3.1: Derivada clásica de una función real de variable real f en el punto x0.

La pendiente es fundamental en la definición 3.1.1, pues si se recuerda la pen-

diente para la gráfica de la figura 3.1 está formulada como

m :=
△ y

△ x

estas variaciones en el eje Y y eje X son equivalentes a

△ y = f(x0 + h)− f(x0) ; △ x = h.

Reescribiendo la pendiente

m =
f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Ahora para que los puntos (x0, f(x0) y (x0 + h, f(x0 + h)) se aproximen lo más

cerca posible, es necesario h→ 0, aśı se obtiene

f ′(x0) = ĺım
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

evidentemente la existencia del ĺımite en un punto x0 es una condición necesaria

para que la función f sea derivable en ese punto.
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Para △ x = x− x0. La definición 3.1.1 es equivalente a

f ′(x0) = ĺım
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

si el ĺımite existe.

Constantin Carathéodory (1873− 1950) en su publicación “THEORY OF FUN-

TIONS OF A COMPLEX VARIABLE”, define la diferenciabilidad en una sola pa-

gina (Carathéodory, 1954, 119), apoyándose fuertemente en la continuidad de fun-

ciones, cabe resaltar que estas funciones que estudió son de la forma f : C −→ C,

sin embargo dicho estudio es también válido para funciones reales de variable real.

A continuación se realiza la construcción de la diferenciabilidad en sentido Ca-

rathéodory para funciones reales de variable real, con conceptos de un espacio topo-

lógico euclidiano (o también conocida como la topoloǵıa usual) para trabajar con sus

abiertos y con la ayuda de una gráfica se obtiene algunas observaciones importantes

que son distintas a la derivada clásica, aśı finalmente llegar a una definición formal

de la diferenciabilidad en sentido Carathéodory para funciones reales de variable

real.
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3.2. Construcción de la diferenciabilidad en sentido

Carathéodory

En esta sección se construye la diferencial en sentido Carathéodory para funciones

de R en R, para posteriormente usar esta nueva forma de diferenciar para aplicar en

demostraciones de algunos teoremas de suma importancia en el contexto de análisis

matemático I, finalmente se ejemplifica este subcaṕıtulo.

Sea el abierto U ⊂ R , y f : U ⊂ R −→ R una función.

Con el fin de obtener una referencia más completa, se emplea el siguiente gráfico.

Figura 3.2: Derivada en sentido Carathéodory.

En la Figura 3.2, se observa que para la gráfica de la función f existe infinidad de

rectas secantes que pasen por el punto (x0, f(x0)), pues x no es un punto fijo. Ahora

se considera dos puntos de la función (x0, f(x0)) y (x, f(x)), hallando su pendiente

se obtiene la función ϕf ya definida.

Aśı se construye la función ϕf , que será la función de las pendientes de las rectas
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secantes a la gráfica f en el punto (x0, f(x0)) , donde x0 es un punto fijo de U .

ϕf (x) =
f(x)− f(x0)

x− x0
, x ∈ U − {x0}

a dicha función ϕf la se llama función Carathéodory y se define como:

Definición 3.2.1. Sea la función f : U ⊂ R −→ R definida en el abierto U y x0 un

punto fijo en U y M = {m ∈ R : m = f(x)−f(x0)
x−x0

}. Se llama función Carathéodory

de la función f en el punto x0, denotada por ϕf (x, x0) o ϕf (x0) a la función

ϕf (x0) : U ⊂ R −→M expresada por ϕf (x0) = ϕf (x, x0) :=
f(x)−f(x0)

x−x0
;∀x ∈ U\{x0}

Observación 3.2.2. A continuación se presenta las siguientes observaciones:

La función ϕf (x0) es una función discontinua removible en el punto x = x0

para la función f.

Los valores ϕf (x, x0) = ϕf (x0) ;∀x ∈ U \ {x0} son las pendientes de las rectas

secantes de la gráfica de f en el punto x0 para x ∈ U , cuando x se aproxime

a x0.

Si existe ĺımx→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

y ϕ(x, x0) es continua en x = x0, se denotará por

ϕf (x0, x0), donde ϕf (x0x0) es la pendiente de la reta tangente a f en el punto

f(x0).

En lo que se sigue la función Carathéodory ϕf (x, x0) se denotará simplemente

por ϕf (x) teniendo en cuenta que ϕf (x) depende de x0.

Dado ϕf (x) =
f(x)−f(x0)

x−x0
;∀x ∈ U \ {x0}, se tiene:

ĺım
x→x0

ϕf (x) = ĺım
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
.

Si existe ĺımx→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

entonces se escribe:

ĺım
x→x0

ϕf (x) = ϕf (x0).
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Nota 3.2.3. El enfoque que le da Carathéodory a la Derivada, es que ahora se tiene

una función a la cual se está denominando ϕf en el cual está directamente relacio-

nado con la continuidad.

Es decir, la existencia de la pendiente de la recta tangente a la función f en el

punto (x0, f(x0)) está vinculada a la presencia de una discontinuidad removible en

x0 para la función ϕ. Este hecho conduce a la definición que sigue.

Definición 3.2.4. (Diferenciabilidad en sentido Carathéodory) Sea la función

f : U ⊂ R −→ R definida en el abierto U . Se dice que f es diferenciable en x0 ∈ U ,

en sentido Carathéodory, si existe una función ϕf (x) continua en x0 que satisface

la relación

f(x)− f(x0) = ϕf (x, x0)(x− x0) , ∀ x ∈ U

(Carathéodory, 1954).

El número ϕf (x0, x0) es la derivada de Carathéodory de f en x0.

Esto es:

f es diferenciable en sentido Carathéodory en x0 ∈ U , si y solamente si,

∃ ϕf (x) tal que f(x)− f(x0) = ϕf (x)(x− x0) ; ∀x ∈ U.

Observación 3.2.5. Consecuencias inmediatas de esta definición son:

(i) Si f es diferenciable en x0 entonces existe ϕf continua en x0 tal que

f(x) = ϕf (x)(x− x0) + f(x0)

puesto que el producto y la suma de funciones continuas es otra función con-

tinua, por consiguiente f es continua en x0, es decir, si f es diferenciable en

x0, entonces f es continua en x0.
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(ii) Como ϕf tiene una discontinuidad removible, es posible definirla como:

ϕf (x) =



f(x)−f(x0)
x−x0

si x ̸= x0

ϕf (x) si x = x0

(iii) Si f es diferenciable en sentido Carathéodory en x0, existe al menos una fun-

ción ϕf que satisface la Definición 3.2.4 además, si f ′(x0) (Derivada clásica)

existe,

f ′(x0) = ϕf (x0).

Nota 3.2.6. En lo que se sigue la diferenciabilidad en sentido Carathéodory se men-

cionará solo como diferenciabilidad denotada por ϕf , análogamente cuando se men-

cione derivada hace referencia a derivada en sentido Carathéodory. La otra diferen-

ciabilidad de Fréchet denotada por dfa, se expresará expĺıcitamente.

Teorema 3.2.7. (Regla de la cadena) Sean las funciones f : U ⊂ R −→ R y

g : V ⊂ R −→ R definidas en los abierto U , V respectivamente; diferenciables en

x0 ∈ U y f(x0) = x1 ∈ V . Entonces h = g ◦ f es diferenciable en x0, y

ϕh(x0) = ϕg(f(x0))ϕf (x0)

(Kuhn, 1991).

Demostración

Sea x ∈ U y f(x) ∈ V , luego dado que f es diferenciable en x0, entonces de

acuerdo a la Definición 3.2.4, siendo aśı, existe un ϕf tal que

f(x)− f(x0) = ϕf (x)(x− x0)
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análogamente se obtiene para la función diferenciable g en x1, esto es:

g(x)− g(x1) = ϕg(x)(x− x1).

Como h = g ◦ f , entonces

h(x)− h(x0) = g(f(x))− g(f(x0))

= ϕg(f(x))(f(x)− f(x0))

= (ϕg ◦ f)(x)(f(x)− f(x0))

= (ϕg ◦ f)(x)ϕf (x)(x− x0).

Dado que la composición y el producto de funciones continuas es otra función con-

tinua, se concluye que (ϕg ◦ f)(x)ϕf (x) es continua en x0 ∈ U y f(x0) ∈ V . se tiene

aśı h = g ◦ f es diferenciable, en donde

ϕh(x0) = ϕg(f(x0))ϕf (x0).

□

Teorema 3.2.8. (Teorema de la Función Inversa) Sea f : U ⊂ R −→ R una

función continua y estrictamente monótona en un intervalo abierto U que contiene

a x0 y se asume que ϕf (x0) existe y es distinto de cero.

Entonces g = f−1 es diferenciable en y0 = f(x0) y

ϕg(y0) =
1

ϕf (x0)

(Kuhn, 1991).

Demostración.

Una función f continua y estrictamente monótona en un intervalo abierto U no

tiene saltos ni retrocesos, lo que asegura que cada valor en el dominio se corresponde
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con uno y solo uno en el rango. Aśı se garantiza que f es inyectiva, luego f es

invertible localmente en el abierto U .

Por otro lado f es diferenciable en x0, entonces f(x) − f(x0) = ϕf (x)(x − x0)

∀x ∈ U con ϕf continua y por hipótesis se tiene ϕf (x0) ̸= 0 ∀ x0 ∈ U . Sea V el

abierto con dom(g) = V (dominio de g igual a V ), entonces

y − y0 = f(g(y))− y0

pues g es la inversa de f y la composición de estas funciones es la identidad, además

f(g(y))− y0 = f(g(y))− f(x0)

y como f es diferenciable, se tiene

f(g(y))− f(x0) = ϕf (g(y))[g(y)− x0]; ∀y ∈ V.

Aśı

[g(y)− g(y0)] =
1

ϕf (g(y))
(y − y0); ∀y ∈ V,

por el teorema de la función inversa continua 1 g es continuo en V , entonces
1

ϕf (g(y))

es también continua en V . Por consiguiente

g(y) =
1

ϕf (x)
; ∀x ∈ U ∧ ∀y ∈ V.

□

Teorema 3.2.9. (Álgebra de las derivadas) Sean f, g : U ⊂ R −→ R , dos

funciones definidas en el abierto U , diferenciables en x0 ∈ U , además dado un

k ∈ R ( k constante), entonces:

1El teorema de la función continua dice que, suponga que f : I → J es una función continua

y estrictamente monótona creciente (decreciente), donde I y J son intervalos reales, entonces la

función inversa g = f−1 también es continua y estrictamente monótona creciente (decreciente) en

J .



40

i) ϕkf+g = kϕf + ϕg ; en x0 ∈ U.

ii) ϕf ·g = ϕf · g + f · ϕg ; en x0 ∈ U.

iii) ϕf

g

=
ϕf · g − f · ϕg

g2
; g ̸= 0 ; en x0 ∈ U.

Demostración.

Como f y g son diferenciables en x0 ∈ U , entonces existe las funciones continuas

ϕf , ϕg respectivamente, tal que

f(x)− f(x0) = ϕf (x)(x− x0)

g(x)− g(x0) = ϕg(x)(x− x0)

considerando esa hipótesis, se tiene:

i) (kf + g)(x)− (kf + g)(x0) = kf(x) + g(x)− kf(x)− g(x0)

= k[f(x)− f(x0)] + (g(x)− g(x0))

= k[ϕf (x)(x− x0)] + ϕg(x)(x− x0)

= [kϕf (x) + ϕg(x)](x− x0),

como el producto de un escalar con una función continua es otra función continua,

además la suma y producto de funciones continuas es otra función continua, por

consiguiente kϕf (x) + ϕg(x) es continua en x0 ∈ U .

Por lo tanto kf + g es diferenciable además,

ϕkf+g = kϕf + ϕg ; ∀x0 ∈ U.
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ii) (f · g)(x)− (f · g)(x0) = f(x) · g(x)− f(x0) · g(x0)

= f(x) · g(x)− f(x) · g(x0) + f(x) · g(x0)− f(x0) · g(x0)

= f(x) · [g(x)− g(x0)] + g(x0) · [f(x)− f(x0)]

= f(x) · [ϕg(x) · (x− x0)] + g(x) · [ϕf (x) · (x− x0)]

= [ϕf · g(x0) + f(x) · ϕg(x)](x− x0),

con el mismo análisis anterior, se tiene que ϕf · g(x0) + f(x) · ϕg(x) es continua

en x0 ∈ U , entonces f · g es diferenciable, además

ϕf ·g = ϕf · g + f · ϕg ; ∀x0 ∈ U.

iii)

(
f

g

)
(x)−

(
f

g

)
(x0) =

f(x)

g(x)
− f(x0)

g(x0)

=
f(x) · g(x0)
g(x) · g(x0)

− f(x0) · g(x)
g(x) · g(x0)

+
f(x) · g(x)
g(x) · g(x0)

− f(x) · g(x)
g(x) · g(x0)

=
g(x) · f(x)− f(x0) · g(x)− [f(x) · g(x)− f(x) · g(x0)]

g(x) · g(x0)

=
[f(x)− f(x0)] · g(x)− [g(x)− g(x0)] · f(x)

g(x) · g(x0)

=
[ϕf (x) · (x− x0)] · g(x)− f(x) · [ϕg(x) · (x− x0)]

g(x) · g(x0)

=
[ϕf (x)] · g(x)− f(x) · [ϕg(x)]

g(x) · g(x0)
· (x− x0)

análogamente se tiene
[ϕf (x)] · g(x)− f(x) · [ϕg(x)]

g(x) · g(x0)
que es continua en x0 ∈ U , por

consiguiente
f

g
con g ̸= 0 es continua en x0 ∈ U , además

ϕf

g

=
ϕf · g − f · ϕg

g2
; g ̸= 0 ; ∀x0 ∈ U.

□

La demostración de los teoremas básicos en el cálculo por esta forma de derivar

funciones de R en R revela que hay una notable simplicidad y elegancia, esta afir-

mación se hace referencia al aspecto axiomático, más no en el aspecto del cálculo;
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pues para el calculo de derivadas en el sentido Carathéodory es necesario algunos

artificios tediosos. La aplicación de este enfoque proporciona un marco conceptual

que simplifica la comprensión y la prueba de resultados fundamentales en el ámbito

de la diferenciabilidad. La naturaleza intuitiva y estructurada del método Carathéo-

dory facilita la exposición clara de los argumentos, permitiendo una asimilación más

fluida de los conceptos y resultados. Este enfoque demuestra ser una herramienta

valiosa para abordar problemas complejos desde lo axiomático, destacando lo bonito

(referencia a lo grato a la vista desde el punto de vista matemático axiomático) de

la teoŕıa diferenciable en sentido Carathéodory. A continuación se muestran algunos

ejemplos del cálculo de derivadas (claramente para funciones reales).

Ejemplo 3.2.10. Sea la función f : U ⊂ R −→ R definida por f(x) = xn con

n ∈ N− {0} y U es un abierto, la derivada de la función f en el punto x0 ∈ U , es

ϕf (x0) = nxn−1
0 .

En efecto,

f(x)− f(x0) = xn − xn0

por el álgebra elemental, se tiene la identidad

xn − xn0 = (xn−1 + xn−2x0 + xn−3x20 + · · ·+ xxn−2
0 + xn−1

0 )(x− x0)

aśı la función ϕf toma la forma de

ϕf (x) = xn−1 + xn−2x0 + xn−3x20 + · · ·+ xxn−2
0 + xn−1

0

donde ϕf es continua en x0 ∈ U (por ser un polinomio), además el número ϕf (x0, x0)

es la derivada de Carathéodory de f en x0 (valga la redundancia), entonces

ϕf (x0) = xn−1
0 + xn−2

0 x0 + xn−3
0 x20 + · · ·+ x0x

n−2
0 + xn−1

0
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es decir,

ϕf (x0) = nxn−1
0 .

Ejemplo 3.2.11. Sea g : U ⊂ R −→ R la función definida por f(x) = k, donde U es

un abierto, la derivada de la función g en el punto x0 ∈ U , es

ϕg(x0) = 0.

En efecto,

f(x)− f(x0) = k − k = 0

pero

f(x)− f(x0) = 0 · (x− x0)

aśı la función ϕg toma la forma de la función cero

ϕg(x) = 0

sin embargo ϕg es continua, pues la función cero es continua en todo x0 ∈ R. Por

consiguiente

ϕg(x0) = 0.

Ejemplo 3.2.12. Sea h : U ⊂ R −→ R la función, definida por h(x) = ln(x) donde

U es un abierto, la derivada de la función h en el punto x0 ∈ U con x0 > 0 es

ϕh(x0) =
1

x0
.
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En efecto,

f(x)− f(x0) = ln(x)− ln(x0)

=
ln(x)− ln(x0)

x− x0
· (x− x0)

=
1

x− x0
· ln
(
x

x0

)
· (x− x0)

=
1

x− x0
· ln
(
1 +

x

x0
− 1

)
· (x− x0)

=
1

x− x0
· ln
(
1 +

x− x0
x0

)
· (x− x0)

=
1

x− x0
· ln

(
1 +

1
x0

x−x0

)
· (x− x0)

=
1

x0
· x0
x− x0

· ln

(
1 +

1
x0

x−x0

)
· (x− x0)

=
1

x0
· ln

(
1 +

1
x0

x−x0

) x0
x−x0

· (x− x0).

llegando a obtener ϕh(x) como candidato a la derivada de f(x) = ln(x) con

x0 > 0 , definida como:

ϕh(x) =
1

x0
· ln

(
1 +

1
x0

x−x0

)(
x0

x−x0

)
,

sin embargo, ϕh tiene una discontinuidad removible, por la Observación 3.2.5 ı́tem

(ii) es posible redefinirla por:

ϕh(x) =



1
x0

· ln
(
1 + 1

x0
x−x0

)(
x0

x−x0

)
, si x ̸= x0.

1
x0

, si x = x0,

Ahora se tiene que ϕh es continua en x = x0, entonces

ϕh(x0) =
1

x0

Aśı, se puede seguir ejemplificando este capitulo de la diferenciabilidad en sentido

Carathédory.
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En el comentario de Kunh “Si la alternativa de Carathéodory fuera lo suficiente-

mente poderosa como para demostrar teoremas como los anteriores, pero demasiado

potente o engorrosa para manejar los resultados de cálculos más tempranos de la ma-

teria, seŕıa menos probable que la introdujéramos”(Kuhn, 1991), hace referencia a la

enseñanza, pues Stephen Kuhn trabajó la diferenciabilidad en sentido Carathéodory

con un enfoque pedagógico. Sin embargo se coincide que, dicha diferenciabilidad

también resalta la idea de la elegancia matemática. Aunque la alternativa de Ca-

rathéodory puede gestionar con facilidad los conceptos básicos del cálculo, la elección

entre métodos clásicos y enfoques más abstractos puede depender de la eficiencia y la

claridad conceptual. Aqúı, la elegancia matemática se interpreta como la capacidad

de abordar problemas con la menor complejidad posible, sin sacrificar rigor.
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3.3. Extensión de la diferenciabilidad en sentido

Carathéodory

En (Acosta et al., 1992) extiende la diferenciabilidad en sentido Carathéodory

para funciones vectoriales de variable vectorial. Sin embargo, en esta sección se

profundiza este concepto, desglosándolo y desarrollándolo de manera detallada para

funciones vectoriales. Este enfoque tiene como finalidad clarificar las condiciones

haciendo que la diferenciabilidad en sentido de Carathéodory sea más accesible y

comprensible para el lector.

La forma más conocida de estudiar esto es mediante la introducción de la deri-

vada total como aproximación lineal de la función en un punto. Esto corresponde

a la definición de derivada de Fréchet estudiada en la sección 2.2.5. Diferenciabili-

dad de funciones vectoriales en espacios normados de dimensión finita. No obstante

la presente investigación tiene como finalidad encontrar otra forma de diferenciar

funciones vectoriales de variable vectorial (dimensión finita) por ello se estudia la

“Construcción de la diferenciabilidad en sentido Carathéodory para funciones vec-

toriales normados de dimensión finita”

Se observa que una interpretación conveniente de la Definición 3.2.4 permite

extender la derivada de Carathéodory a funciones vectoriales.
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3.3.1. Construcción de la diferenciabilidad en sentido Caratheódory

para funciones vectoriales normados de dimensión finita

Sea f : Rn −→ Rm una función y a un punto en Rn. Se da la interpretación a la

expresión

f(x)− f(a) = ϕf (x)(x− a).

Se identifica f(x)−f(x0) con un vector columna de Rm y x−a con un vector columna

de Rn. Aśı ϕf (x) se puede interpretar como la matriz m×n, que se identifica con el

espacio Mm×n de matrices reales m × n. Para que la Definición 3.2.4 tenga sentido

para f , se tiene la siguiente definición.

Definición 3.3.1. Sea la función f : Rn −→ Rm y a ∈ Rn. Se dice que f es dife-

renciable en a, en sentido Carathéodory, si existe ϕf : Rn −→ L (Rn,Rm) ∼= Mm×n

continua en a y satisface la siguiente relación para todo x ∈ Rn

f(x)− f(a) = ϕf (x)(x− a).

Si ϕf existe y es continua en a, df(a) = ϕf (a) ∈ L (Rn,Rm) (Acosta et al., 1992).

Esto es:

f es diferenciable en a ∈ R (en el sentido Carathéodory), si y solamente si,

∃ ϕf : Rn −→ L (Rn,Rm) ∼= Mm×n, tal que f(x)− f(a) = ϕf (x)(x− a) ∀x ∈ Rn.

Si se estudia ϕf asumiendo que existe y es continua en a, se observa el siguiente

comportamiento:

Para todo ϵ > 0, existe δ > 0 tal que ∥x − a∥ < δ =⇒ ∥ϕf (x) − ϕf (a)∥ < ϵ, se

gráfica para mayor comprensión.
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Figura 3.3: Continuidad de ϕf en a.

En la Figura 3.3 se observa que la continuidad de ϕf es equivalente a estudiar la

diferenciabilidad localmente en un abierto o una vecindad.

Observación 3.3.2. Se percibe que la función ϕf (a) : Rn −→ Rm es una transforma-

ción lineal, además por el Corolario 2.2.22 es continua.

Es importante no confundir ϕf con ϕf (a). La función ϕf es un candidato a ser la

diferenciabilidad en sentido Carathéodory y será diferenciable cuando sea continua,

mientras que ϕf (a) es continua independientemente de la continuidad de ϕf .

Nota 3.3.3. df(a) hace referencia a la derivada Fréchet, planteada en el anterior

caṕıtulo de forma resumida y ϕf (a) hace referencia a la diferencial en sentido Ca-

rathéodory en el punto a, además esa última equivalencia fue demostrada en (Acos-

ta G and Delgado G, 1994). Sin embargo en en la investigación se trabaja con la

diferencial en sentido Carathéodory (valga la redundancia). Se observa que la De-

finición 3.3.1es para funciones vectoriales de variable vectorial con dichos vectores

que sean de dimensión finita; para este estudio del tipo, funciones de Rn en Rm.

La expresión de la Definición 3.3.1 es similar a la expansión lineal (Definición

3.2.4) de una función diferenciable en el caso de funciones escalares, pero aqúı se
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está tratando con funciones vectoriales y matrices. La matriz ϕf (x) se conoce como

la matriz Jacobiana de f en el punto x (posteriormente se da su notación), y la

continuidad de ϕf garantiza la continuidad de la aproximación lineal en el sentido

de Carathéodory.

En resumen, la diferenciabilidad en el sentido de Carathéodory establece que la

función f puede aproximarse linealmente cerca del punto a mediante la multiplica-

ción de la matriz Jacobiana ϕf (x) por la diferencia x − a, y esta aproximación es

continua en a.

Por otro lado, la matriz Jacobiana ϕf (x) en el contexto de la diferenciabilidad

en el sentido de Carathéodory es una matriz m × n, donde m es la dimensión del

codominio de la función f y n es la dimensión del dominio de f .

Si la función f : Rn → Rm es diferenciable en el sentido de Carathéodory en un

punto a ∈ Rn, entonces la matriz Jacobiana ϕf (x) en ese punto está definida por las

derivadas parciales de las componentes de f con respecto a las variables de x. La

entrada en la fila i y columna j de la matriz Jacobiana es la derivada parcial de la

i-ésima componente de f con respecto a la j-ésima variable de x.

La notación común para la matriz Jacobiana es la siguiente:

ϕf (x) =



∂f1(x)
∂x1

∂f1(x)
∂x2

. . . ∂f1(x)
∂xn

∂f2(x)
∂x1

∂f2(x)
∂x2

. . . ∂f2(x)
∂xn

...
...

. . .
...

∂fm(x)
∂x1

∂fm(x)
∂x2

. . . ∂fm(x)
∂xn


Si esta matriz existe y es continua en a, entonces la función f es diferenciable en

a en el sentido de Carathéodory.

Observación 3.3.4. La matriz Jacobiana es continua en un punto si todas sus de-
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rivadas parciales son continuas en ese punto. Más formalmente, sea f : Rn → Rm

una función vectorial definida por f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fm(x)), donde x ∈ Rn.

La matriz Jacobiana ϕf (x) en el punto x es:

ϕf (x) =



∂f1(x)
∂x1

∂f1(x)
∂x2

. . . ∂f1(x)
∂xn

∂f2(x)
∂x1

∂f2(x)
∂x2

. . . ∂f2(x)
∂xn

...
...

. . .
...

∂fm(x)
∂x1

∂fm(x)
∂x2

. . . ∂fm(x)
∂xn


La matriz Jacobiana ϕf (x) es continua en x si todas las derivadas parciales ∂fi

∂xj

son continuas en x para 1 ≤ i ≤ m y 1 ≤ j ≤ n.

Es decir, la continuidad de la matriz ϕf se basa en la continuidad de sus compo-

nentes individuales, que son las derivadas parciales de las componentes de la función

vectorial f observadas en dicho punto.

Cabe resaltar que, cuando se introduce el estudio del Jacobiano ϕf no se considera

en el cálculo de la derivada de Carathéodory, pues para desarrollar dicho cálculo es

más tedioso con respecto a la factorización o similitudes de expresiones, por ello es

necesario resaltar que, en el enfoque de este estudio es, solamente axiomático a pesar

de contener algunos ejemplos del cálculo.

Por otro lado, según la Definición 3.3.1, una función f : Rn → Rm es diferenciable

en un punto a ∈ Rn en el sentido de Carathéodory si existe una función

ϕf : Rn −→ L (Rn,Rm) ∼= Mm×n continua en a tal que:

f(x)− f(a) = ϕf (x)(x− a).

Se observa que df (diferenciabilidad Fréchet) es única, pues se demostró en la
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Proposición 2.2.42.

Luego la existencia de ϕf garantiza la diferenciabilidad de f en a. Sin embargo, la

unicidad de ϕf no está garantizada por la definición. Es decir, puede haber múltiples

funciones ϕf que cumplan con la condición de diferenciabilidad en el sentido de

Carathéodory para un mismo punto a. La unicidad de ϕf es una cuestión adicional

que no se aborda directamente en la definición.

Para ilustrar esto, se considera el siguiente ejemplo donde se explora la diferen-

ciabilidad de una función espećıfica en un punto dado.

Ejemplo 3.3.5. Sea f : R2 −→ R la función definida por f(x, y) = xy y (a, b) ∈ R2,

entonces

f(x, y)− f(a, b) = xy − ab

= bx− ab+ xy − bx

= b(x− a) + x(y − b)

= (b, x)(x− a, y − b),

por otro lado,

f(x, y)− f(a, b) = xy − ab

= xy − ay + ay − ab

= y(x− a) + a(y − b)

= (y, a)(x− a, y − b),

teniendo aśı

ϕf (x, y) = (b, x) y ψf (x, y) = (y, a).

Es decir, ϕf y ψf son dos funciones de pendiente diferente para f en (a, b). Por ello

es necesario garantizar la unicidad de las funciones auxiliares ϕf y ψf .
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Teorema 3.3.6. (Unicidad) Si ϕf , ψf : Rn −→ L (Rn,Rm) ∼= Mm×n son dos fun-

ciones continuas en a ∈ Rn que satisfacen las siguientes condiciones para f en a:

f(x)− f(a) = ϕf (x)(x− a) y f(x)− f(a) = ψf (x)(x− a)

entonces,

ϕf (a) = ψf (a)

(Acosta G and Delgado G, 1994).

Demostración.

Se tiene que ϕf y ψf son dos funciones continuas en a que satisfacen:

f(x)− f(a) = ϕf (x)(x− a)

f(x)− f(a) = ψf (x)(x− a).

Por otro lado, sea g(x) = ϕf (x)− ψf (x), entonces

g(x)(x− a) = 0.

Además

∥g(a)(x− a)∥ = ∥g(a)(x− a)− g(x)(x− a)∥

= ∥(g(a)− g(x))(x− a)∥

≤ ∥g(a)− g(x)∥∥x− a∥

por tanto se tiene que

∥∥∥∥g(a) x− a

∥x− a∥

∥∥∥∥ ≤ ∥g(a)− g(x)∥.

Como ϕf y ψf son funciones continuas en a, entonces g es continua en a, se

concluye que g(a) = 0 y luego ϕf (a) = ψf (a). □
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Este teorema es fundamental para la diferenciabilidad en sentido Carathéodory,

ya que establece que si la función ϕf existe en un punto a, entonces esta es única.

La unicidad de ϕf en el punto a proporciona una base sólida para el análisis y las

aplicaciones posteriores dentro de esta teoŕıa. Es de suma importancia notar que la

demostración de este teorema no solo es rigurosa y completa, sino que también se

caracteriza por su simplicidad y elegancia, lo que la hace sorprendentemente accesible

incluso para aquellos que se están iniciando en el estudio de la diferenciabilidad en

sentido Carathéodory.

Teorema 3.3.7. (Linealidad) Sean las funciones f, g : Rn → Rm diferenciables en

a ∈ Rn y dados los escalares α, β ∈ R, entonces αf + βg es diferenciable en a y

ϕ(αf+βg)(a) = αϕf (a) + βϕg(a)

(Acosta G and Delgado G, 1994).

Demostración.

Sean f, g : Rn → Rm funciones diferenciables en a ∈ Rn y α, β ∈ R. Entonces

existen ϕf y ψg, respectivamente, que satisfacen para f y g la condición de diferen-

ciabilidad según Carathéodory, es decir,

f(x)− f(a) = ϕf (x)(x− a)

g(x)− g(a) = ψg(x)(x− a),

luego

(αf + βg)(x)− (αf + βg)(a) = α(f(x)− f(a)) + β(g(x)− g(a))

= αϕf (x)(x− a) + βψg(x)(x− a)

= [αϕf (x) + βψg(x)](x− a).
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Como el producto de un escalar con una función continua es otra función continua,

además la suma y producto de funciones continuas es otra función continua, por

consiguiente,

ϕ(αf+βg)(a) = αϕf (a) + βϕg(a).

□

Teorema 3.3.8. (Regla de la cadena) Sean las funciones f : Rn −→ Rm y

g : Rm −→ Rr. Si f es diferenciable en a y g es diferenciable en f(a), entonces g ◦f

es diferenciable en a y

ϕ(g◦f)(a) = ϕg(f(a))ϕf (a)

(Acosta G and Delgado G, 1994).

Demostración.

Como f es diferenciable en a, existe ϕf (x) tal que f(x) − f(a) = ϕf (x)(x − a),

análogamente, g es diferenciable en f(a), g(x)− g(a) = ϕg(x)(x− f(a)) .

Entonces

g(f(x))− g(f(a)) = ϕg(f(x))(f(x)− f(a))

= ϕg(f(x))ϕf (x)(x− a),

donde ϕf es la función derivada para f en a y ϕg es una función derivada para g

en f(a). Dado que ϕg es continua en f(a) y ϕf es continua en a, por la Proposición

2.2.37 se tiene que g ◦ f es continua en a. Luego

(g ◦ f)(x)− (g ◦ f)(a) = [ϕg(f(x))ϕf (x)](x− a),

se concluye

ϕ(g◦f)(a) = ϕg(f(a))ϕf (a). □
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Teorema 3.3.9. Sea f : U ⊂ Rn −→ R una función definida en el abierto U . Si f es

diferenciable en a ∈ U y f(a) es un valor extremo, entonces ϕf (a) = 0

(Acosta G and Delgado G, 1994).

Demostración.

Dado que a ∈ U y es tal que f(a) ≤ f(x) para todo x ∈ U , pues f(a) es un valor

extremo, además f es diferenciable en a. Entonces, existe una función continua ϕf

definida en a definida por ϕf : Rn −→ M1×n tal que,

0 ≤ f(x)− f(a) = ϕf (x)(x− a), para todo x ∈ U. (3.1)

Sea h un punto fijo en Rn, y dado un ϵ > 0 tan pequeño que cumple que a+th ∈ U

para todo t ∈ ⟨−ϵ, ϵ⟩. Por (3.1), se tiene

0 ≤ f(a+ th)− f(a) = ϕf (a+ th)(a+ th− a);

0 ≤ ϕf (a+ th)(th), para todo t ∈ ⟨−ϵ, ϵ⟩.

0 ≤ ϕf (a+ th)h , para t > 0;

y

0 ≥ ϕf (a+ th)h , para t < 0.

Dado que ϕf es continua en a, se tiene que ϕf (a)h = 0, pero h es cualquier valor

arbitrario; entonces ϕf (a) = 0. □

Este teorema expone una condición esencial para los puntos de valor extremo en

el contexto de funciones diferenciables. La demostración ilustra cómo la diferencia-

bilidad en a y la condición de ser un valor extremo implican que la función derivada

ϕf (a) debe ser cero. Esto se debe a que, en un entorno de a, la función f no puede

aumentar ni disminuir en ninguna dirección, lo que se traduce en que la deriva-

da direccional de f en a debe ser nula. La técnica empleada en la demostración,
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que utiliza la aproximación lineal y evalúa en direcciones arbitrarias, establece una

conexión efectiva entre la diferenciabilidad y las condiciones de extremos locales.

A continuando, se ilustra el proceso mediante algunos ejemplos de cálculo de

derivadas en sentido Carathéodory (valga la redundancia).

Ejemplo 3.3.10. Sea la función f : R2 → R2 definida por f(x, y) = (x2, y2). Demos-

trar que f es diferenciable en un punto (a, b) ∈ R2. Para ello,

f(x, y)− f(a, b) = (x2, y2)− (a2, b2)

= (x2 − a2, y2 − b2)

= ((x− a)(x+ a), (y − b)(y + b))

=

x+ a 0

0 y + b


x− a

y − b


Ahora, ϕf toma la forma:

ϕf (x, y) =

x+ a 0

0 y + b


y es candidato a ser la derivada en el punto (a, b), sin embargo es necesario ver la

continuidad de esta matriz en dicho punto (lo cual cumple), entonces

ϕf (a, b) =

2a 0

0 2b


es la derivada de la función f en el punto (a, b).

Ejemplo 3.3.11. Se analisa como actúa de derivada Carathéodory a una transforma-

ción lineal. Sea f : Rn → Rm una transformación lineal y a ∈ Rn, como f es lineal,

entonces goza de las propiedades:
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f(x+ y) = f(x) + f(y) para todo x, y ∈ Rn.

f(αx) = αf(x) para todo x ∈ Rn y α ∈ R

luego

f(x)− f(a) = f(x− a),

Por lo tanto, en este caso, ϕf (x) = f para todo x ∈ Rn. La matriz ϕf (x) que rela-

ciona la diferencia en la imagen de f con la diferencia en la entrada x es simplemente

la propia función lineal f .

En términos de la definición de la derivada de Carathéodory, esto implica que f

es diferenciable en cualquier punto a y la derivada de f en a (denotada como ϕf )

es simplemente la función lineal f . En notación matricial, se puede expresar como:

ϕf = f.

En resumen, para funciones lineales, la derivada de Carathéodory es simplemente

la función lineal misma, y la matriz ϕf (x) es constante e igual a la función f .

Ejemplo 3.3.12. Sea la transformación lineal f : R2 → R2 dada por

f(x, y) = (2x+ 3y,−x+ 4y).

Ahora, para un punto arbitrario a = (a1, a2) ∈ R2, se asume la diferencia

f(x, y)− f(a1, a2) y se trata de factorizarla como f(x− a1, y − a2):
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f(x, y)− f(a1, a2) =

2x+ 3y

−x+ 4y

−

2a1 + 3a2

−a1 + 4a2



=

2(x− a1) + 3(y − a2)

−(x− a1) + 4(y − a2)



=

 2 3

−1 4


x− a1

y − a2

 .
En este caso, la matriz que aparece es constante y representa la función lineal

f . La derivada de Carathéodory en cualquier punto a es simplemente la matriz que

define la función lineal:

ϕf (a) =

 2 3

−1 4

 .
Por lo tanto, en este ejemplo, f es diferenciable en cualquier punto a y la derivada

de f en a es la misma función lineal f representada por la matriz ϕf (a).

Además la matriz

 2 3

−1 4

 es la matriz asociada a la función lineal

f(x, y) = (2x+ 3y,−x+ 4y).

3.4. Teorema de la función inversa

El teorema de la función inversa es un resultado fundamental del cálculo y el

análisis matemático. Se aplica a funciones f : U ⊂ Rn → Rn pues necesariamente

se trabaja con una matriz cuadrada, además las funciones como f son continuas

y diferenciables en un conjunto abierto U . El teorema establece condiciones bajo

las cuales la función es invertible localmente. Formalmente, si el Jacobiano de f en
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un punto a es no singular2, entonces existen entornos V y W de a y f(a) respec-

tivamente, donde f es un difeomorfismo3, y la inversa f−1 también es continua y

diferenciable.

Para incorporar el concepto de diferenciabilidad en sentido Carathéodory en la

demostración del teorema de la función inversa, es imperativo ampliar la noción

de diferenciabilidad de un punto a la diferenciabilidad en un conjunto abierto. Este

proceso implica considerar no solo las derivadas en un punto espećıfico, sino también

el comportamiento diferenciable en un entorno alrededor de dicho punto.

La diferenciabilidad en sentido Carathéodory se convierte entonces en un requi-

sito esencial para garantizar que, no solo en un punto singular, sino en un conjunto

abierto, la función muestre propiedades diferenciales coherentes. Este enfoque más

amplio permite abordar de manera más efectiva las variaciones locales de la función

en el conjunto abierto, proporcionando aśı una base sólida para aplicar el teorema

de la función inversa de manera más generalizada.

Extendiendo la diferenciabilidad para un abierto, se define.

Definición 3.4.1. Sea f : U ⊂ Rn −→ Rm una función definida en el abierto U .

Se dice que f es diferenciable en U si para cada y ∈ U hay una función pendiente

ϕy para f en y, satisfaciendo f(x) − f(y) = ϕ(x, y)(x − y). En tal caso, se escribe

ϕ(x, y) = ϕy(x)

(Acosta G and Delgado G, 1994).

Definición 3.4.2. (Continuamente diferenciable) Sean f : U ⊂ Rn −→ Rm una

2El Jacobiano J se considera no singular en a si su determinante det(J) no es cero. Esto implica

que la matriz es invertible.
3Una función f : U → V es un difeomorfismo si es biyectiva, continua, su inversa existe y es

continua, y ambas son diferenciables.
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función definida en el abierto U , x e y puntos de U .

Se dice que f es continuamente diferenciable en U si existe la función continua

ψ : U × U −→ L (Rn,Rm) ∼= Mm×n,

tal que,

f(x)− f(y) = ψ(x, y)(x− y)

(Acosta G and Delgado G, 1994)

En resumen:

f es continuamente diferenciable en U , si y solamente si,

∃ ψ : U × U −→ Mm×n continua tal que f(x)− f(y) = ψ(x, y)(x− y), ∀x, y ∈ U.

Cabe señalar que por la Observación 2.2.52 cuando se estudia la diferenciabilidad

en sentido de Fréchet (df), f es continuamente diferenciable si poséıa algunos de los

items del teorema 2.2.51. Para este caso cuando se meciona de diferenciabilidad en

sentido Carathéodory ϕf es continuamente diferenciable si cumple lo establecido en

esta definición.

Análogamente, si se asume que ψ existe y es continua en el abierto U , se tiene:

Para todo ϵ > 0, existe δ > 0 tal que

∥(x′, y′)− (x, y)∥ < δ =⇒ ∥ψ(x′, y′)− ψ(x, y)∥ < ϵ, se gráfica para mayor compren-

sión.
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Figura 3.4: Continuidad de ψ en U .

Teorema 3.4.3. (Teorema de la función inversa) Sea la función f : U ⊂ Rn −→

Rn definida en el abierto U y a ∈ U . Si f es continuamente diferenciable en U y

detψ(a, a) ̸= 0 para a ∈ U , entonces existen vecindades V de a y W de f(a) tales

que f−1 : W −→ V existe, es continuamente diferenciable y

ϕ(f)−1(f(a)) = [ϕf (a)]
−1

(Acosta G and Delgado G, 1994).

Demostración.

La prueba se da en las siguientes afirmaciones:

a) f es inyectiva en alguna vecindad de a.

b) Imagen de f localmente está en alguna vecindad de f(a).

c) f−1 es continuamente diferenciable en alguna vecindad de f(a).

Además, se observa por la hipótesis que,

f es continuamente diferenciable ⇐⇒ ∃ψ : UxU −→ L (Rn;Rn) continua en

(x, y) ∈ U × U , tal que

f(x)− f(y) = ψ(x, y)(x− y) ; ∀x, y ∈ U,
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ψ(x, y) es continua y acotada en Rn.

detψ(a, a) ̸= 0 ⇐⇒ ψ(a, a) es un isomorfismo.

ψ−1(x, y) es continua y acotada en Rn.

Afirmación a) f es inyectiva en alguna vecindad de a.

De hecho, por la continuidad de ψ existe una vecindad V de a tal que

detψ(x, y) ̸= 0 para todo x, y ∈ V , además de eso por las observaciones dadas

ψ(x, y), ψ−1(x, y) son continuas y limitadas uniformemente.

Note que dados x, y ∈ V tal que x ̸= y,

=⇒ (x− y) ̸= 0

=⇒ ψ(x, y)(x− y) ̸= 0

=⇒ f(x)− f(y) ̸= 0

=⇒ f(x) ̸= f(y),

luego f |V es inyectiva.

Afirmación b) Imagen de f localmente está contenida en una vecindad de f(a).

Se define B1=̇B1(a, r) donde r > 0, como ∂B1=̇B1\B̊1 es cerrado y f es continua

entonces f(∂B1) es compacto.

Por la afirmación a), f |v es inyectiva, aśı f(a) /∈ f(∂B1).

Se considera la distancia d=̇∥f(a)− f(∂B1)∥ y la bola B2=̇B2(f(a),
d
2
).

Fijando y ∈ B2, se define:

g|B1
:B1 −→ R

x 7−→ g|B1
= g(x)=̇∥y − f(x)∥2

g|B1
es continua.
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B1 es compacto.

Entonces g|B1
alcanza un mı́nimo para algún x0 ∈ B1, note que x0 /∈ ∂B1. Luego,

g(x)− g(x0) =∥y − f(x)∥2 − ∥y − f(x0)∥2

=(2y − f(x)− f(x0)) · ψ(x, x0)︸ ︷︷ ︸
=:φ (continua)

(x− x0)

Aśı, en x0 alcanza un extremo local y g es diferenciable por el Teorema 3.3.9 , se

tiene

φ(x0, x0) = (2y − f(x0)− f(x0))ψ(x0, x0) = 2(y − f(x0))ψ(x0, x0) = 0

entonces y = f(x0) donde x0 ∈ B1 y y ∈ B2.

Luego Im(f) ⊂ W donde W es una vecindad de f(a).

Afirmación c : f−1 es continuamente diferenciable en una vecindad de f(a).

Defina W =̇f−1(B2) ∩ B1 y f : W −→ B2 es biyectiva localmente, aśı f−1|B2 :

B2 −→ W . Dados z, w ∈ B2. Se considera f−1(z) = x e f−1(w) = y para x, y ∈ W .

Sustituyendo en la expresión:

f(x)− f(y) = ψ(x, y)(x− y),

se tiene

f(f−1(z))− f(f−1(w)) =[ψ(f−1(z), f−1(w)](f−1(z)− f−1(w))

id(z)− id(w) =[ψ(f−1(z), f−1(w))](f−1(z)− f−1(w))

f−1(z)− f−1(w) = [ψ(f−1(z), f−1(w))]−1︸ ︷︷ ︸
continua

(z − w) ; [ψ(f−1(z), f−1(w))] ̸= 0.

Finalmente

ϕf−1(f(a)) = [ψ(f−1(z), f−1(w))]−1 = (ϕf (a))
−1.
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Conclusiones

Por medio medio de la diferenciabilidad en sentido Carathéodory, se demuestra

el teorema de la función inversa para funciones vectoriales de variable vectorial,

espećıficamente para funciones de Rn en Rn.

A partir de la derivada clásica se construyó la diferenciabilidad en sentido

Carathéodory para funciones de R en R.

Se extendió la diferenciabilidad en sentido Carathéodory para funciones de

Rn en Rm cuidando conceptos básicos como vectores de dimensión finita y

sus propiedades que gozan. Esta conclusión respalda la aplicabilidad de la

diferenciabilidad Carathéodory en contextos más generales y complejos.

Utilizando la diferenciabilidad en sentido Carathéodory, se demuestra teoremas

fundamentales del análisis. Estos teoremas no solo validan la teoŕıa desarro-

llada, sino que también ofrecen herramientas anaĺıticas prácticas para abordar

problemas espećıficos en este ámbito.
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Recomendaciones

1. Se recomienda tener en cuenta que, aunque la aplicación del concepto de di-

ferenciabilidad en el sentido de Carathéodory para demostrar los teoremas

fundamentales del cálculo, tanto para funciones reales como para funciones

vectoriales, puede ser relativamente sencilla (en su mayoŕıa), el cálculo de de-

rivadas y la resolución de ejercicios prácticos en este enfoque espećıfico pueden

resultar significativamente más complicados. Por lo tanto, es recomendable

prestar especial atención a los detalles de los cálculos y utilizar las herramien-

tas adecuadas para manejar la complejidad de los mismos.

2. Se sugiere desarrollar la diferenciabilidad en sentido de Carathéodory en los

cursos de análisis matemático de la escuela profesional de matemática. Esta

perspectiva ofreceŕıa a los estudiantes una nueva forma de estudiar la diferen-

ciabilidad.

3. Se recomienda tener un conocimiento previo en álgebra lineal, topoloǵıa básica

y análisis matemático antes de abordar la demostración del teorema de la

función inversa.

4. Se recomienda extender la diferenciabilidad en sentido Carathéodory para fun-

ciones en espacios de Banach.
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Acosta, E., Delgado, C., and Rodŕıguez, C. (1992). La derivada de carathéodory.
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