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Presentacion

Senor: Decano de la Facultad de Ciencias Quimicas, Fisicas y Matematicas.

Senior: Director de la Escuela Profesional de Matematica.

Senores: Miembros del Jurado.

El presente trabajo de tesis intitulado “DIFERENCIABILIDAD EN SENTIDO
CARATHEODORY APLICADO AL TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA
PARA FUNCIONES VECTORIALES DE VARIABLE VECTORIAL”, tiene como
objetivo principal aplicar la diferenciabilidad en sentido Carathéodory a la demostra-
cion del teorema de la funcién inversa para funciones vectoriales de variable vectorial.

Este trabajo permite una comprensién profunda de la diferenciabilidad en sen-
tido Carathéodory, favoreciendo a los matematicos y profesionales afines explorar y
contribuir a esta area de investigacion. Asimismo motiva a los interesados a entrar
a esta linea de estudio, aportando nuevos enfoques y complementando los conoci-
mientos ya adquiridos.

El contenido de este trabajo se divide en tres capitulos, los cuales se describen a
continuacion:

En el primer capitulo, se aborda la fase inicial de la investigacion, proporcionando
un marco comprensivo para el estudio. Se incluyen los siguientes elementos: Plan-
teamiento del problema, formulacion del problema, justificacion de la investigacion

y los objetivos.
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En el segundo capitulo, se presentan los antecedentes relevantes que contextua-
lizan y fundamentan la investigacién. Para ello se realiza una revisiéon de articulos
y libros que han influido en el desarrollo de la teoria de la diferenciabilidad en sen-
tido Carathéodory. Se exploran estudios previos, resultados destacados y enfoques
adoptados por investigadores en campos relacionados.

El marco tedrico, se sumerge en un profundo analisis que sustenta la investiga-
cién donde se considera los conceptos fundamentales como la transformacién lineal,
se introduce la nocién de espacios métricos y normados como fundamento para la
definicién de continuidad y diferenciabilidad de funciones vectoriales.

En el tercer capitulo, se profundiza en la construccion de la diferenciabilidad en
sentido Carathéodory, partiendo de los fundamentos de la diferenciabilidad clasica
para funciones de R en R. Este proceso implica una transicién, donde los concep-
tos bien establecidos de la diferenciabilidad clasica se extienden de manera légica
y rigurosa hacia el marco mas general de funciones de R™ en R™. Se desarrolla la
diferenciabilidad en sentido Carathéodory a partir de la teoria clasica, estableciendo
una conexion esencial entre los contextos de funciones reales y funciones vectoriales.
Se extiende la definicién de diferenciabilidad en sentido Carathéodory a funciones
de R™ en R™, aprovechando los conceptos establecidos en el capitulo anterior. Este
proceso implica consideraciones especiales debido a la naturaleza vectorial de las
funciones y la influencia de las métricas y normas. Se analiza el comportamiento
caracteristico de la diferenciabilidad en sentido Carathéodory, identificando condi-
ciones bajo las cuales una funcién es diferenciable Carathéodory y contribuyendo
asi a una comprension mas profunda de la naturaleza de la diferenciabilidad en

contextos mas generales.
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Resumen

El teorema de la funcién inversa, un pilar fundamental en diversas disciplinas
matematicas, sirve como base para explorar y comprender propiedades esenciales en
el analisis de funciones. En este contexto, la presente tesis se sumerge en el estudio
detenido y la aplicacién especifica de la diferenciabilidad en sentido Carathéodory,
con un enfoque particular que es demostrar el teorema de la funcion inversa aplicado
a funciones vectoriales de variable vectorial.

El desarrollo tedrico abarca la construccién de la diferenciabilidad en sentido
Carathéodory, partiendo de los cimientos de la diferenciabilidad clésica para funcio-
nes de R en R. La extensién de esta definiciéon a funciones de R™ en R™ se realiza
con el respaldo de conceptos fundamentales introducidos en capitulos anteriores. Se
realiza un analisis exhaustivo del comportamiento de la diferenciabilidad Carathéo-
dory, identificando condiciones precisas bajo las cuales una funcién es diferenciable
en sentido Carathéodory.

Enriqueciendo la teoria con aplicaciones axiomaticas, se presentan ejemplos es-
clarecedores, como el calculo de la derivada Carathéodory para transformaciones
lineales.

La culminacién de este trabajo es la aplicacién de diferenciabilidad en sentido

Carathéodory para funciones de R™ en R" en la demostracién del teorema de la



VI
funcién inversa. Es importante especificar que la extension de la diferenciabilidad en
sentido Carathéodory es para funciones de R™ en R™, sin embargo para el teorema
de la funcién inversa es necesario estudiarla con funciones de R™ en R".

Palabras clave: Continuidad de funciones, Diferenciabilidad en sentido Carathéo-
dory, Derivada de Carathéodory, Teorema de la Funcién Inversa, Transformacion

lineal.
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Abstract

The inverse function theorem, a fundamental pillar in various mathematical dis-
ciplines, serves as a foundation for exploring and understanding essential properties
in function analysis. In this context, the present thesis delves into the thorough
study and specific application of differentiability in the Carathéodory sense, with
a particular focus on demonstrating the inverse function theorem applied to vector
functions of vector variables.

The theoretical development encompasses the construction of differentiability in
the Carathéodory sense, starting from the foundations of classical differentiability
for functions from R to R. The extension of this definition to functions from R" to
R™ is carried out with the support of fundamental concepts introduced in earlier
chapters. An exhaustive analysis of the behavior of Carathéodory differentiability
is conducted, identifying precise conditions under which a function is Carathéodory
differentiable.

Enriching the theory with axiomatic applications, enlightening examples are pre-
sented, such as the calculation of the Carathéodory derivative for linear transforma-
tions.

The culmination of this work is the application of Carathéodory differentiability

for functions from R™ to R™ in the demonstration of the inverse function theorem.
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It is important to specify that the extension of differentiability in the Carathéodory

sense is for functions from R™ to R™, however for the inverse function theorem it is
necessary to study it with functions from R” to R™.

Keywords: Function Continuity, Carathéodory Differentiability, Carathéodory

Derivative, Inverse Function Theorem, Linear Transformation.
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Capitulo 1

Planteamiento del problema

1.1. Descripcion de problema

El analisis funcional es una de las ramas mas relevantes de las matemaéticas, pues
su importancia es enfocada en su aplicaciéon; sin embargo, muchas de las teorias
desarrolladas en dicho campo no goza de alguna aplicacion hasta el pasar de algunos
anos, es decir, muchas veces se desarrolla y presenta estudios de matemética que no
se ve en una aplicacién inmediata, atin asi cuando transcurre anos es posible quizas
encontrar alguna aplicacién (aunque muchas veces no).

En ese contexto, el desarrollo de las matematicas no puede detenerse indepen-
dientemente de que tenga o no alguna aplicacion. Para ello este estudio es uno de los
que su enfoque es prioritariamente en lo axiomatico (aplicacién de la diferenciabili-
dad en sentido Carathéodory en la demostracién del teorema de la funcién inversa),
no obstante también se presenta algunos ejemplos del calculo.

La diferenciabilidad fue uno de los grandes avances en la matematica dada por

[saac Newton y Gottfried Wilhelm Leibniz, independientemente, desarrollaron el



calculo en el siglo XVII. Newton utilizé el concepto de fluxiones, mientras que Leibniz
introdujo la notacién de la derivada tal como se conoce hoy. Ambos contribuyeron
significativamente a la teoria de la derivacion y la diferenciabilidad.

En 1954 el matematico aleman Constantin Carathéodory expuso en una pagi-
na de su libro (Carathéodory, [1954)) una forma peculiar de derivar, el cual pasé
por desapercibido por unos 40 anos aproximadamente, pues en 1991 Stephen Kuhn
quien observéd, estudié y publicé (Kuhn| [1991) la derivada a la Carathéodory para
funciones de R en R demostrando algunos de los teoremas fundamentales del calcu-
lo mediante la diferenciabilidad a la Carathéodory, dandole un enfoque pedagdgico.
Un ano después (1992) Acosta, Delgado y Rodriguez publican (Acosta et al., [1992)
donde extienden la diferenciabilidad en sentido Carathéodory.

La idea fundamental de estos mateméaticos fue encontrar una demostracion dis-
tinta a la diferenciabilidad clasica de algunos teoremas importantes. Obteniendo asi
ventajas y desventajas en el desarrollo de la diferenciabilidad en sentido Carathéo-
dory. Uno de los tantos teoremas fundamentales del calculo para funciones de R™ en
R™ es el teorema de la funcion inversa. Dicho teorema es un resultado fundamental
en el cdlculo y tiene una gran importancia en el estudio de funciones vectoriales y, en
general, en analisis matematico. Este teorema se aplica principalmente a funciones
que mapean un espacio vectorial en si mismo, es decir, funciones de R™ en R" o de
un espacio métrico a si mismo.

La importancia del teorema de la funcién inversa para funciones vectoriales radica

en varios aspectos:

» Existencia de inversa local: El teorema de la funcién inversa establece las con-

diciones bajo las cuales una funcién vectorial tiene una inversa local en un



punto. Esto es crucial para el estudio de funciones que no son necesariamente
biyectivas (es decir, no tienen una inversa global), pero que atin pueden tener
inversas locales en regiones especificas del dominio. En otras palabras, una
funcién puede ser localmente invertible alrededor de un punto, incluso si no es

invertible en todo su dominio.

» Estudio de la topologia: El teorema de la funcién inversa esta relacionado
con la topologia de la funcién, ya que impone restricciones en términos de
continuidad y derivabilidad. Y la continuidad también se puede analizar desde

un punto de vista topolégico.

= Aplicaciones en calculo multivariable: El teorema de la funcién inversa es una
herramienta esencial en el calculo multivariable, ya que facilita el calculo de
derivadas parciales y el estudio de cambios locales en funciones vectoriales.
Esto es 1til en campos como la fisica, la ingenieria y la economia, donde se

analizan sistemas complejos con multiples variables.

= Asi como en la geometria diferencial y el estudio de variedades diferenciables,
ya que establece que si una funcién diferenciable tiene un Jacobiano invertible
en un punto, entonces es localmente invertible alrededor de ese punto. Este

resultado es importante para entender los difeomorfismo locales.

En sintesis, el teorema de la funcién inversa para funciones vectoriales es una
herramienta esencial para el analisis matematico y tiene aplicaciones significativas
en diversas areas, lo que lo convierte en un resultado importante en el estudio de
funciones vectoriales y transformaciones en espacios métricos.

Ante esta gran importancia del teorema de la funcién inversa, el problema es



en si, existira la demostracion por la diferenciabilidad en sentido Carathéodory del

teorema de la funcién inversa.

1.2. Formulacion del problema

1.2.1. Problema general

iSerd posible demostrar mediante la diferenciabilidad en sentido Carathéodory

el teorema de la funcién inversa para funciones de R™ en R"?

1.2.2. Problemas especificos

1. ;Podra construirse la diferenciabilidad en el sentido Carathéodory para fun-

ciones de R en R desde la diferenciabilidad clésica?

2. ;Es viable extender la diferenciabilidad en el sentido Carathéodory para fun-

ciones de R™ en R™?

3. (Es posible demostrar teoremas fundamentales del analisis para funciones de

R™ en R™ con la diferenciabilidad en sentido Carathéodory?

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Demostrar el teorema de la funcién inversa para funciones de R™ en R™ mediante

la diferenciabilidad en sentido Carathéodory.



1.3.2. Objetivos especificos

1. Construir la diferenciabilidad en el sentido Carathéodory para funciones de R

en R desde la diferenciabilidad clésica.

2. Extender la diferenciabilidad en el sentido Carathéodory para funciones de R"

en R™.

3. Demostrar teoremas fundamentales del andlisis para funciones de R" en R™

con la diferenciabilidad en sentido Carathéodory.

1.4. Justificacion de la investigacion

La diferenciabilidad en sentido Carathéodory surgié en las ultimas décadas y
es una forma distinta de derivar, ya que, se basa fuertemente en el concepto de
continuidad.

En este trabajo se estudia el teorema de la funcién inversa, ademas bajo que
condiciones cumple este teorema con la diferenciabilidad en sentido Carathéodory;
asi como también, qué requisitos precisamos para demostrar por medio de dicha
diferenciabilidad. En ese contexto este estudio procura generar iniciativa para aden-
trarse en el campo del cdlculo o en otras ramas relacionadas al andlisis, usando
esta diferenciabilidad distinta a la clasica, se sugiere compararlas con la derivada de
Frechét, la derivada de Gateaux o por tdltimo y no menos importante, estudiar la

diferenciabilidad en sentido Carathéodory para espacios Banach.



1.5. Limitaciones

La tnica limitacién que obtuvo este trabajo es el excesivo costo de articulos.

1.6. Metodologia

Tipo de investigacion

El presente trabajo es de tipo béasica. Ademas, es una investigacién cientifica-

bibliografica.

Diseno de investigacion

El diseno de esta investigacién es el descriptivo - exploratorio. Por que se enfoca
en describir definiciones y teoremas, ademas de explorar lo axiomético y tedrico de

libros y articulos.



Capitulo 2

Marco tedrico conceptual

2.1.

1.

Antecedentes

(Carathéodory, [1954) introduce la diferenciabilidad desde un nuevo punto de
vista al cual llamaremos diferenciabilidad en sentido Carathéodory, no obstante
el trabajo de Constantin Carathéodory fue enfocado en la teoria de funciones
en variable compleja donde desarrollé introduccion de los niimeros complejos,

posterior a ello, teoria de funciones analiticas.

. (Kuhn| {1991)) en el articulo “The Derivative a la Carathéodory” estudia esta

diferenciabilidad en sentido Carathédory, y aunque Constantin Carathéodory
utiliza esta definicion dentro del marco de la teoria de funciones de variable
compleja, Stephen Kuhn mostré que esta definicién, aplicada a funciones de
variable real, facilita en gran parte el manejo demostrativo de algunos de los
teoremas del calculo diferencial, como la regla de la cadena y el teorema de
la funcién inversa. Ademdas uno de los objetivos de Stephen Kuhn fue pro-

mulgar en estudiantes del célculo diferencial la diferenciabilidad en sentido



Carathéodory.

3. (Acosta et al., [1992) en el articulo “La Derivada de Carathéodory” presenta
la demostracién de algunos teoremas del calculo diferencial para funciones

vectoriales de variable vectorial.

4. (Acosta G and Delgado Gl [1994) presenta el articulo “Fréchet vs. Caratheo-
dory” donde la diferenciabilidad Carathéodory compara con la derivada de

Fréchet ademas mediante un teorema demuestra su equivalencia entre ambos.

2.2. Marco teorico

2.2.1. Transformacion Lineal e Isomorfismos

Definicion 2.2.1. Sean V' y W espacios vectoriales sobre el cuerpo K, 7" una funcion
de V en W. Se dice que T es una transformacién lineal si posee las siguientes

propiedades:
(a) T(u+v) =T(u) + T(v) para todo u,v € V,
(b) T(Au) = AT'(u) para todou € V, A € K
(Pulino, 2012, 221).
Se denota la familia de transformaciones lineales por

LV W)=A{T:V — W | T es transformacién lineal}

. Cuando el espacio vectorial W = K, T se define como una funcional lineal. A dicha

funcional se denota por [. Ademés se define

V*={l:V — K| [ es funcional lineal}



como el espacio dual de V. Este tltimo concepto de espacio dual es importante para
la diferenciabilidad observada desde el punto de vista algebraico que posteriormente

se revisara.

Definicion 2.2.2. Sean V' y W espacios vectoriales de dimension finita sobre el cuerpo
F. Una transformacién lineal T : V' — W biyectiva, se llama isomorfismo de V' en
W. Cuando existe un isomorfismo de V' en W, se dice que son isomorfos, o que V'
es isomorfo a W. El isomorfismo 7" : V' — V se denomina un automorfismo de V

(Pulino, 2012} 244).

En muchas ocasiones, en el ambito matematico, nos encontramos con la necesi-
dad de relacionar el espacio vectorial R™ con el espacio de matrices M,,»1(R). Esta
identificacién puede parecer trivial en muchas ocasiones, pero es importante com-
prender que se esta tratando con dos espacios vectoriales que son isomorfos, lo que
significa que existe una correspondencia biunivoca entre ellos, el cual es expuesta en

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.3. Sean R" y M, «; espacios vectoriales, entonces R™ es isomorfo a M, 1,

definido de la siguiente forma:

T

(ZL’I,IQ, ,xn) eR" — X € Mnxl

T
Definicion 2.2.4. Sea T : V — W una transformacion lineal. Se define la imagen de

T, denotada por im 7', por im7T = {y € W | y = Tz}. Se define el nicleo de T,

denotado por ker T, por ker T'= {x € V' | Tx = 0}(Buenol, 2006).
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Teorema 2.2.5. Sea V', W espacios vectoriales de dimension finita. Para toda trans-
formacion lineal T : V. — W entonces dimV = dim(kerT) + dim(imT)(Lages,

2009).

Corolario 2.2.6. Sean V', W espacios vectoriales de la misma dimension finitan. Una
transformacion lineal T': V — W es inyectiva si, y solamente si, es sobreyectiva y

por tanto es isomorfismo (Lages, |2009).

Teorema 2.2.7. Sean V' y W espacios vectoriales de dimension finita sobre el cuerpo

F. Entonces, V. y W son isomorfos si, y solo si, dimV = dimW (Pulino, |2012).

Demostracion.
(=) Sea T : V — W un isomorfismo, es decir, ker(7") = {0y} e Im(7") = W. Por

el teorema del niicleo y de la imagen se tiene,
dimV = dim(ker(7")) + dim(im7’),
pero dim(kerT") = 0, entonces,
dimV = dimW.

(<) Sean = {vy,...,v,} yv={w,...,w,} las bases para los espacios vectoriales
V' y W, respectivamente. Se define la transformacién lineal T : V. — W de la

siguiente manera:

T (Z Ci’UZ’> = ZCzT(Uz) = Zciwi7

=1 =1 =1

donde se define T'(v;) = w; parai=1,...,n.
Se puede verificar que kerT = {0y }. De hecho, se considera un elemento v € kerT

que se escribe de manera tinica como:

n

v = zn:civi = T(v) = Zciwi = Ow,
i=1

1=1
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como {wy,...,w,} es linealmente independiente, esto implica que
c=...=c¢,=0.
Asi, se verifico que T es una transformacién inyectiva.

Finalmente, aplicando el teorema del nicleo y de la imagen, se tiene que
dimV = dim(kerT") + dim(im7") = dim(im7’) = n.
Luego, imT = W. Por lo tanto, se demostré que 7" es un isomorfismo de V en W.

Definicion 2.2.8. Sea V' y W espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo, y sea
T :V — W una transformacién lineal. Se elige bases {vy,vs,...,v,} para V' y
{wy, we, ..., wy,} para W, la matriz asociada a T con respecto a estas bases es la

matriz A = [a;;] tal que:

m
T(v;) = aiuw;,
i=1
donde a;; es el coeficiente en la i-ésima fila y j-ésima columna de la matriz A.

Observacion 2.2.9. En el caso de V =R" y W = R™, es relevante notar que eziste
un par natural de bases canonicas en estos espacios vectoriales. Esto permite que el
isomorfismo ¢ : L(R";R™) — M,,«,, se defina de manera inica, sin necesidad de
elecciones arbitrarias. En otras palabras, a cada transformacion lineal A : R™ — R™
le corresponde una matriz p(A) = [a;;], en la cual la j-ésima columna estd dada por
A-e;=(aj,...,am;j) (Lages, 2009).

Ademas, cada funcional lineal f : R™ — R puede asociarse de manera natural con
una matriz [ay, ..., a,| € Miy, o, de forma equivalente, con un vector (ay,...,ay,).
Las correspondencias entre la matriz [ay, . .., a,] y el funcional f tal que f(e;) = a;,
ast como entre el funcional f y el vector (ay,...,ay), establecen isomorfismos entre

My, ,(R™)* y R™, todos determinados por la base candnica de R™.
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Esta ultimo observacion es relevante tanto en el contexto de la diferenciabilidad

de Fréchet como en el sentido de Carathéodory.

Nota 2.2.10. Se utilizard la notacion = para indicar la existencia de un isomorfismo

entre los espacios vectoriales correspondientes.

2.2.2. Espacios Métricos y Normados

Definicion 2.2.11. Una métrica en un conjunto X es una funcién
d: X x X — Ry que asocia a cada par ordenado de elementos z,y € X un nimero
real no negativo denotado por d(z,y), llamado distancia de = a y, satisfaciendo las

siguientes condiciones para cualquier x,y, z € X:
1. d(z,z) =0
2. Si x # y entonces d(x,y) > 0

3. d(x,y) = d(y, )
4. d(x,z) < d(z,y) + d(y, z).
(Timal [1977)

Al par ordenado (X, d) se denomina espacio métrico, donde X es un conjunto y

d es una distancia definida en X.

Ejemplo 2.2.12. Dado el conjunto no vacio cualquier X se define la funcién dg;s en

X donde
1 ,si x#vy

ddis (CL’) =

0 ,st x=y

\

(X, dgis) es un espacio métrico, llamado espacio métrico discreto.
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Ejemplo 2.2.13. Se considera X = R" y ademés z = (1, %2, ..., 2,), ¥ = (Y1,Y2, -, Yn)
elementos de X. En este contexto, se pueden definir tres métodos naturales para de-

finir la distancia entre dos puntos en R™:

1. Distancia Euclidiana:

du(:L‘,y) = \/(1’1 —y1)2+...

(Limay, 2008).

2. Distancia de Manhattan:

di(z,y) = oy =]+ o+ 2 — Yl = ) |73 — il
i=1
(Limay, 2008).
3. Distancia Chebyshev:

doo(z,y) = méx{|zy —y1|,. .., |Tn — Yn|} = lﬂ<1éx |z; — il
<i<n

(Limal, [2008).

Es importante mencionar que, aunque las definiciones de estas normas se encuentran
en el libro que cito, los nombres especificos de las mismas no estan explicitamente

mencionados en dicho libro.

Definicién 2.2.14. Si X es un espacio vectorial sobre el cuerpo F (caso particular

F =R 6 C) la funcién ||-|] : X — Ry se dice una norma si:
Loz +yll < [lzl + [lyll - v,y € X.

2. | Azl = |M||z]| Yz € X;VA € k.
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3. ||z|| = 0si, y solo, x = 0 Vo € X.

(Gourdon, [2020).

El par (|| - ||, X), donde || - || es una norma y X es un espacio vectorial, se llama
un espacio normado o espacio vectorial normado.
Considerando a X = R" como un espacio vectorial normado, las normas mas

conocidas son:

Norma absoluta: ||z|| = |z|, para todo = € R.

Norma de Manhattan: Sea z = (x1, z9,...,z,) € R", entonces

2|y = 21| + 22| + -+ 4 20| = Z’:Czl donde i=1,...,n.

i=1

Norma Euclidiana: Sea © = (21, x9, . .., x,) € R", entonces

" 1/2
|2ll2 = Vw12 + w22 + - - + 2 ]? = (Z |9Uz‘|2> :
=1

p-norma: Sea x = (r1,%s,...,%,) € R" y para cada p € RT tal que p > 1,

entonces
n 1/p
2l = /[aa [P+ |wal? + - - + [2alr = (Z I%Ip) :
i=1
» Norma del supremo: Sea x = (z1, %2, ...,x,) € R", entonces

[2]lce = supflaal, [za],... Jzal} = sup |zi].

i=1,..,n

Estas dos ultimas normas son particulares, pues la p-norma es una generalizacién
de la norma Euclidiana y p tiene que ser estrictamente mayor o igual a 1, es decir,
es posible demostrar que para p €]0,1[ se tiene que ||-||, no es una norma. Luego

para = € R” fijo, se tiene |||, £ ||z]co.
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Definicion 2.2.15. Dos distancias d, d’ sobre X son equivalentes si, existe a,b > 0 tal

que Vz,y € X cumple que,

Anélogamente, dos normas ||.||1, ||.||2 son sobre un espacio vectorial X son dichas

equivalentes si, existe a,b > 0 tal que Vz,y € X cumple que,
a- [zl < lzlls <0 [zl
(Gourdon, [2020)).

Teorema 2.2.16. Todas las normas en el espacio R™ son equivalentes

(Bueno, [20006]).
Demostracion.
Sea x = (x1,...,x,) € R" y || - |lo una norma arbitraria en el espacio R". Se

demostrard que esta norma es equivalente a la norma || - ||, dada por

|#]loo = mix fa].

Primero, definase A := |le1||o + . .. + ||en||o- Entonces, para todo x € R", se tiene

n
lzllo = llerer + .+ zneallo < D lzillledllo < Alllloe.
i=1
Esto muestra que la aplicaciéon f : (R™,| - ||l«) — RT dada por f(z) = ||z|/o es
continua. Por lo tanto, alcanza un minimo k en el conjunto

S ={z € R" | |||l = 1}. Ademds, ~ > 0 porque || - ||o es una norma. Asi, si

0 # z € R", entonces (ﬁ) € Sy se tiene

X

2o

>k = Kzl < o
0
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En resumen, se han demostrado las desigualdades

Rllzfleo < flzflo < All oo,

lo que demuestra que las normas || - ||oo ¥ || - |0 son equivalentes.

Entonces, para el caso de un espacio vectorial de dimensién finita, todas as
normas son equivalentes. Posteriormente se utilizard estos conceptos en el sub-
subcapitulo de “Diferenciabilidad de funciones vectoriales normados de dimensién

finita”.

Observacion 2.2.17. Todo espacio normado puede considerarse como un espacio mé-
trico, en el que la distancia d(z,y) entre x e y es ||x — y|| (Rudin, 2012). Mads no

necesariamente se cumple lo reciproco.

Ademass :

1. 0 <d(x,y) < oo para cualquiera x e y.

2. d(z,y) = 0 si, y solo si, x = y.

3. d(z,y) = d(y, x) para cualquiera x e y.

4. d(z,z) < d(x,y)+ d(y, z) para cualquiera z, y y z.

Es decir, en muchos casos, un espacio métrico puede ser definido en términos
de una norma. Si se tiene un espacio vectorial con una norma, es posible definir

una métrica utilizando la norma. Por ejemplo, en el espacio euclidiano R", la norma

euclidiana define una métrica d,, (z,y) = \/> ., (z; — y;)?. Sin embargo, no todos los
espacios métricos se pueden asociar directamente con una norma. Como el Ejemplo

[2.2.12 el espacio métrico discreto, donde la distancia entre dos puntos es 1 si son
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diferentes y 0 si son iguales, no se puede expresar en términos de una norma. Mientras
que una norma puede ser utilizada para definir una métrica en ciertos espacios, no
todos los espacios métricos pueden ser descritos mediante normas. Por lo tanto, la
relacion entre espacios métricos y normas es mas compleja y no es una implicacion

directa en ambos sentidos.

Ejemplo 2.2.18. (Norma euclidea) La funcién z +— ||z[|2, de R™ en R, definida por

n >
2 = (ZIM:IQ) :
k=1

para todo © = (z1,...,z,) € R", es una norma sobre R", llamada norma eucli-

diana (Rudin, 2012)).

Definicién 2.2.19. Sea el espacio normado (X, || - ||). Una bola abierta de centro en
x9 € X y radio r > 0 se define como el conjunto de puntos x € X que estan a una

distancia menor que r de zg:

B(xg,r) ={r € X : ||z — x| <r}

(Rudin, [2012]).

Definicién 2.2.20. Sea el espacio normado (X, || - ||). Una bola cerrada de centro
xo € X y radio r > 0 como el conjunto de puntos z € X que estan a una distancia

menor o igual que r de xg:

B'(zg,r)={x € X : ||z — x| < r}

Teorema 2.2.21. Sea [ € L(E,F), donde E, F son espacios vectoriales normados.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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~

. [ es continua en E;

2. f es continua en 0O;

3. f estd acotada en la bola unidad cerrada Bg(0,1) de E;

4. f estd acotada en la esfera unidad Sg(0,1) de E;

5. Euxiste una constante M > 0 tal que || f(z)| < M||z|| para todo x € E;

D

. [ es lipschitziana;

7. f es uniformemente continua en E.

(Gourdonl, {2020)

Corolario 2.2.22. Toda transformacion lineal de la forma T : R™ — R™ es continua.

(Bueno, |2000)

Definicién 2.2.23. Sea el espacio normado (X, | - ||). Se dice que una sucesién
{zr}32; C X es convergente a x € X (indicado como xy — ) si, para cada nimero

natural &, la norma de la diferencia ||z — z|| tiende a cero.
Definicién 2.2.24. Si {4} no converge, entonces se dice que diverge. (Apostol, 2020).

Definicién 2.2.25. Dada una sucesién {z;}32; en un espacio normado (X, || - ||). Se
dice que esta sucesion es de Cauchy si, para cualquier nimero real positivo € > 0,
existe un nimero natural ng tal que para todo par de indices k, [ mayores o iguales

que ng, la distancia entre los términos x; y ; es menor que e, es decir:

Ve > 0,3dng € N tal que Vk,l > ngy, |lozp — x| <e€

Rudin| (2012).
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Esta definicion establece que una sucesion es de Cauchy si, dado cualquier valor
positivo €, se puede encontrar un punto en la sucesién a partir del cual todos los
términos subsiguientes estén dentro del radio de €. En otras palabras, la sucesion se

contrae en el sentido de la norma || - || a medida que avanzamos en la sucesion.

Definicién 2.2.26. Sea (X, | - ||) un espacio normado. Se dice que X es un espacio

completo si toda sucesion de Cauchy converge en X.

Definicion 2.2.27. Un espacio vectorial, normado y completo se denomina espacio

de Banach (Rudin, [2012)).

Observacion 2.2.28. En esta investigacion, se enfoca en el espacio R"™, que es un
espacio de dimension finita. La eleccion de la norma en R™ no afectard significati-
vamente el estudio, ya que, segin el Teorema [2.2.17, todas las normas en R™ son
equivalentes. Ademds, es importante destacar que R™ es un espacio de Banach, lo
que significa que es un espacio normado completo, es decir, cualquier sucesion de

Cauchy en R™ converge a un punto dentro de R™.
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2.2.3. Continuidad de Funciones vectoriales

Definicién 2.2.29. Sea U C R".

= Una vecindad de x, es un subconjunto V' C R" tal que V' contiene un abierto
U con z € U, es importante observar que B(z,€) es un abierto, asi se tiene

que, V es vecindad de x, si y solo si, existe € > 0 tal que B(x,¢e) C V.

= Se dice que a € R™ es un punto de acumulacién de U si para todo vecindad V/

dea, VNU #£0yVNU # {a}, lo que también se escribe como

(Ve > 0),B(a,e)NU # 0y Bla,e) NU # {a}.

= Se dice que a € U es un punto aislado de U si existe un vecindario V' de a tal

que VNU = {a}, lo que también se escribe como

(Je > 0), B(a,e) NU = {a}

(Gourdon, [2020)).

Definicion 2.2.30. Sea U un subconjunto abierto de R™. Una funcién vectorial de
variable vectorial se define como f : U — R™ donde sus coordenadas fi,..., fn :

U — R, son dadas por la relacién

f(x):(fl(x)7afm(x))v reU.
(Limay, [1973)
Esto es:

Si a cada vector « = (x1, 9, - ,2,) le hace corresponder un vector

v = (Y1,Y2, - ,Ym), €s decir, y = f(z). Mas precisamente lo denominan aplicacién,
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sin embargo en este estudio consideraremos usar el termino de funcion. Se utilizara

la siguiente notacion:

Y1 = fl(x17x27 LR 7'rn)
Yo = [2(21, T2, ..., Tp)
Ym = fm(xla'x% e ,an)
Con f = (f1, f2,---, fm)- Cada f; son funciones escalares (campos escalares),

fi i R™ - R, y se les denomina funciones componentes o proyecciones de la funcion
vectorial f.
En adelante, las funciones vectoriales de variable vectorial, mas precisamente, las

funciones dadas por, f: U C R" — R™ serén llamadas solo como funciones.

Definicion 2.2.31. Sea la funcién f : U C R® — R™ y a un punto de acumulacién

de U, 1 € R™ es el limite de f(z) cuando x tiende a a y se escribe

lim f(z) =1

r—a

siVe > 0,30 >0 tal que 0 < ||z —al| < = ||f(z) — || < e (Apostol, [2020).

Teorema 2.2.32. Sean f : U C R" — R™ y a un punto de acumulacion de U. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Ezxiste un limite | cuando x se aproxima al punto a tal que

f(ill) == (ll,lg, R 7lm)

2. Fxisten limites individuales [; cuando x se aprorima a a para cada componente

i de f(x), es decir, Ilim,_, fi(x) =1; € R parai=1,2,...,m.
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Definicion 2.2.33. Sea la funcién f : U C R™ — R™. Se dice que f es continua en
un punto a € U si para cualquier € > 0, existe 6 > 0 tal que para todo = € U, si

|z —al| <6, entonces ||f(x) — f(a)|| < € (Apostol, 2020).

Nota 2.2.34. La definicion dice exactamente que para cualquier bola By(f(a),€) exis-

te una bola By(a,d) con f(By) C By, o equivalentemente, f~(B;) D B.

Teorema 2.2.35. La funcion f : U — R™ es continua en el punto a € U C R" si, y
solo si, para toda sucesion xy € U con limzy, = a, se tiene lim f(zy) = f(a).

(Lima, |2008).

Teorema 2.2.36. Sean f: U CR" - R™ yg:V CR" — R"™ funciones continuas
en sus respectivos dominios U y V', donde U y V' son conjuntos abiertos no vacios

en R™. Entonces:

» Las funciones f +g y [ — g son continuas en U NV.
» La funcion f - g (producto componente a componente) es continua en U NV,
» La funcion f/g, definida componente a componente como

9/ gi(x)’

es continua en UNV si g;(x) #0 para todoit=1,.... myxeUNV.

Demostracion. Para demostrar la continuidad de f+g en UNV, sea una sucesion

{zx} en UNV tal que zy — x cuando k — oo, donde z € U NV. Se debe mostrar

que (f +g)(xx) — (f + g)(z).

Dado que f y g son continuas en U y V', respectivamente, se tiene que:

flzr) = f(z) v g(xg) = g(xr) cuando k — co.
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Por la propiedad de suma de limites, se concluye que:

(f +9) (k) = flxr) + g(wr) = f(x) + g(x) = (f + g)(2).

Esto implica que f + g es continua en z. Dado que z es arbitrario en U NV, se
concluye que f + g es continuaen UNV.

De manera similar, la continuidad de f — g sigue directamente del hecho de que
la resta es una operacion continua en R™.

Para f-g (producto componente a componente), la continuidad resulta de la pro-
piedad de que el producto de funciones continuas es continuo. Para cada componente

1=1,...,m, se tiene:

(f - 9)ilex) = filwr) - gilan) = filw) - gi(2) = (f - 9)i().

Finalmente, para f/g, se requiere la condicién adicional de que g;(x) # 0 para
todotr = 1,...,my x € UNYV. Bajo esta condicién, el cociente componente a
componente es continuo porque la division es una operacion continua siempre que

el denominador no sea cero:

(£) (- L), 50 _ (1)

gi(ve)  gi(z) g

Por lo tanto, f/g es continua en U NV bajo la condicién de que g;(z) # 0.

Proposicién 2.2.37. Sea R*,R™, R", tres espacios normados de dimension finita, y
sus funciones f : R — R™ | g : R™ — R", a € R". Suponga que f es continua

en a y g es continua en f(a). Entonces go f es continua en a. (Gourdon, 2020

Demostracién. Sea § > 0, ¢ > 0 y considérese las bolas By = B(f(a)),0) ;
Bs = B(g(f(a)),€), por hipdtesis se tiene que g es continua en f(a), entonces existe

d > 0 tal que g(By) C Bs. Perciba que f es continua en a, entonces existe > 0 tal
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que f(B(a,n)) C By (podemos denotar By = B(a,n)), luego g(f(B1) C g(B2) C Bs.

Se concluye g o f es continua en a. Para mayor entendimiento se presenta el grafico.
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Estos 1ltimos teoremas, son fundamentales para el siguiente capitulo, pues la
diferenciabilidad en sentido Carathéodory se sujeta fuertemente a la continuidad de

una funcion, ya sea una funcién real de variable real o vectorial de variable vectorial.

2.2.4. Norma Matricial

Ahora se considera una norma en R™ y otra en R™. Por el Corolario 2.2.22] se
sabe que las transformaciones lineales de tipo A : R” — R™ es continua, luego por
el Teorema es lipschitziana, es decir, existe un ¢ > 0 tal que ||A z|| > ¢||z||
para todo x € R". En la desigualdad, las normas de los espacios R"™ y R™ no
necesariamente tiene que ser los mismos, pues por el Teorema [2.2.16] las normas en
espacios con esas caracteristicas son equivalentes.

Ahora se estudia cuando se restringe a los vectores unitarios en R", o sea, si
r € R" se tiene ||z|| = 1, entonces ||Az| < ¢, esto es, A transforma la esfera
unitaria de R" definida por S"~! = {x € R™ : ||z|| = 1} en un subconjunto acotado
de R™. Perciba que S™! es cerrado y acotado en el espacio de dimensién finita
R™ (compacto). Este caso también puede ser observado mediante la proposicién

“La imagen de un conjunto compacto por una aplicacién continua es un conjunto
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compacto” (Limal, 1977, 210), es decir la imagen de S™"~! mediante la transformacién
continua A es un compacto (cerrado y acotado).

En ese contexto, dichas consideraciones permite introducir una norma en el espa-

cio vectorial Z(R", R™) = R™". Asi para cada transformacion lineal A : R" — R™,

[A[l:= sup{[|A 2| - [[«]] = 1}

Proposicion 2.2.38. Sea A : R — R" la transformacion lineal dada por la matriz

A € M,wn(K). Entonces:
(i) La aplicacion || - || : Myuxn(K) — [0,00) es una norma;
(i1) ||[AB|| < ||A||l|B|| para cualesquiera A, B € Myxn(K);
(iii) Al = max s —1—yy) | (Az, y)]

(Bueno, |20006).

2.2.5. Diferenciabilidad de funciones vectoriales en espacios norma-
dos de dimension finita

En esta seccién se estudia brevemente la diferenciabilidad segiin Fréchet (clésica)
de funciones vectoriales de variable vectorial finita, con la finalidad de conservar la
forma de diferencial de dichas funciones o mas explicitamente dichas aplicaciones
f:R* — R™.

Teorema 2.2.39 (Derivada como aproximacién lineal). Dado un intervalo abierto

I CR, una funcion f : I — R es diferenciable en a € I , si existe una funcion lineal

A(h) : R = R, tal que la funcién ¢ : | — §,0[— R, definida por la igualdad

e(h) == fla+h) —[f(a) + A(h)]
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cumple

e(h)
h—0 h

se tiene A = df,.

En este teorema, la estructura utilizada es la de un espacio vectorial de R. Dicho
de otra forma, la funcién afim h — A(h) = f(a) + df.h es la mejor aproximacién
de f cerca a a (A es la aproximacién de f en a)

Una interpretacion grafica es:

v 4

fla+h)

fl@

Definicion 2.2.40. Sean E’; F' dos espacios vectoriales normados de dimensién finita,
el abierto U C E, a € U y la funcién f : U — F'. Se dice que f es diferenciable

en a se existe una aplicacién lineal A € Z(FE, F) tal que

fla+h) = f(a)+ A(h) +e(h), con T!Th|!> =0

(Limay, 2008).

Se verifica que si A existe, es tnica y se denota por df, = A, llamada diferencial

de f en a.

Observacion 2.2.41. La notacion de diferenciabilidad no depende de las normas, en

R™ se puede escoger la norma mas conveniente para mostrar que f es diferenciable.
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Proposicion 2.2.42. Sea f : U C E — F una funcion, U un abierto, a € U tal que

f es diferenciable en a. Entonces la diferencial € unica.

Demostracion
Suponga que
fla+h) = f(a) + Ai(h) + e1(h)

= f(a) + As(h) + e2(h)

donde Ay, Ay € L(E,F) y sﬁéﬁ) h=0% 0 con k = 1,2. Haciendo la diferencia, se

obtiene Aj(h) — As(h) + e1(h) — e2(h) = 0 si y solo si A(h) = e(h) para A =

Ay — Ay € L(EF) y e(h) = e1(h) — e2(h). Por tanto, % 220 0. Pero para
: Ath)  tA(h) _ A(h)
cualquier ¢ > 0, T = T = T

Para h fijo y t — 0 se tiene que ‘?‘gﬁ) = ’ﬁgz}ﬁ) 20 0. Finalmente A = 0 y Ay = Ay

Derivadas Parciales

Definicién 2.2.43. Sea f : U C E — F una funcién (U abierto, £, F' dos espacios
vectoriales normados de dimensién finita), y sean a € U un punto, v € E un vector
ye:tel CRw+—— f(a+tv) € F una funcién. Se dice que f es diferenciable en
direccién al vector v, si ¢ es diferenciable en t = 0. El vector ¢/(0) € F se llama

derivada de f en direccién de v en a.

Proposicion 2.2.44. Si f es diferenciable en a, entonces para cualquier vectorv € E,

f es derivable en a en la direccion v. Ademds de eso, la derivada es df,(v).

Nota 2.2.45. Fn caso E =R" , F=R™, f:U C R* — R™.
Siv=e;=(0,---,0, 1 ,0,-++,0), entonces df,(e1) puede ser calcu-
i -ésima coordenada

lada usando o(t) = f(a, -+ ,a;_1,a; + t,a;41, - ,a), o sea, fijando todas las coor-

denadas menos la i-ésima. Se obtiene asi la derivada %(a).
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Definicion 2.2.46. Sea f : U C R* — R™ la funcién definida en el abierto U. Se

f

dice que la derivada parcial de f con respecto a x;, denotada por 5:- existe en a € U,

si f es derivable en a en direccion e;, y ponemos

0 d
a; (a) = E(f(aJ? crt A1, Aty Qgg1y " 0 7a/n))

(Gourdonl, 2020))

Es decir, las derivadas parciales son las derivadas en direcciéon al vector canénico

del espacio vectorial estudiado.

Proposicién 2.2.47. Sea la funcion f: U C R* — R™ definida en el abierto U. St

f es diferenciable en a € U, entonces

dfa(h Z axz

donde h = (hy, - , hy) (Gourdon, 2020).

Observacion 2.2.48. Si f es diferenciable en a, entonces f es diferenciable en todas

las direcciones, y esto ultimo implica que las derivadas parciales O ... AL episten.
ox;’ ? Oxp

Se debe tener cuidado, ya que las funciones que tienen derivadas parciales, no

necesariamente son diferenciables, tampoco las funciones que tienen derivadas di-

reccionales.

La matriz Jacobiana de df, en las bases candnicas de R" y R™ estd dada por

0fi

(a >]
Oz, 1<i<m,1<j<n

€ M, xn-

e |

Teorema 2.2.49. La funcion f: U C R* — R™ es diferenciable en el punto a € U
(U abierto), si y solamente si, cada una de sus funciones coordenadas

fi,-  fm : U —> R es diferenciable en ese punto.(Limad, |2008)
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Definicion 2.2.50. La funcién f : U C R — R™ definida en el abierto U. Se dice

que f es diferenciable en U cuando es diferenciable en todos los puntos de U (Limal,

2008).

Teorema 2.2.51. Sea f : U — R™ definida en el abierto U C R™. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

1. f es diferenciable y la aplicacion derivada df : U — Z(R™;R™) es continua;

2. Las funciones-coordenada fy,..., fr : U — R de la aplicacion [ tienen deri-
. : dfi
vadas parciales continuas Ir. U — Ry
L

0
3. Para cada v € R", existe la derivada direccional —f(:c) en cualquier punto

ov

0
x €U y la aplicacion —f : U — R™ es continua.

ov
Observacién 2.2.52. Se dice que la aplicacion f : U C R® — R™ es de clase €+
en el abierto U cuando la funcion f cumple una de las (y por su equivalencia todas)
condiciones del Teorema también se le conoce a f como continuamente

diferenciable.

Proposicion 2.2.53. Sean f,g: U C R" — R™ dos funciones definidas en el abierto

U, diferenciables en a € U. Entonces

» [+ g es diferenciable en a y
d(f + 9)a = dfo + dga
s Para cada escalar A € R, X\ f es diferenciable en a y
d(Af)a = Adfa

(Gourdon, |2020)).
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Proposicion 2.2.54. Sean los abiertos U CR", V CR™ y f: U — R™ |
g:V — R con f(U) CV,a € U. Si que [ es diferenciable en a € U y g

diferenciable en b = f(a) € V, entonces (go f) es diferenciable en a y
d(go fla=dgy - dfa
(Gourdon, 2020).

Equivalentemente la regla de la cadena para derivadas parciales es:

a agk 8fj
3:1:2 Z 8yj 0@ (a)

Definicion 2.2.55. Sea U un abierto de R” y V' un abierto de R™. Una biyeccion
f U — V se llama un difeomorfismo de U sobre V cuando es diferenciable y su

inversa f~!:V — U también es diferenciable (Limal, 2008)).

Por otro lado, se llama difeomorfismo local a la funciéon f : U C R* — R”
definida en el abierto U, tal que V x € R" existe W C U vecindad abierta de x, y
V' C R"™ vecindad abierta de f(x) tal que f|lw : W — V sea un difeomorfismo

A continuacién se presenta el teorema de la funcién inversa o también conocida

como el teorema de inversion local.

Teorema 2.2.56. Sea la funcion f : U C R" — R" definida en el abierto U de
clase €' y a € U tal que df, € L (R",R") sea un isomorfismo (o equivalentemente

det(J.f) #0). Entonces f es un difeomorfismo local.

Observacién 2.2.57. Si f tiene un inverso f=1 diferenciable, entonces f~'o f =

luego por la regla de la cadena (df 7)) © (df )a =
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Capitulo 3

Diferenciabilidad en sentido
Carathéodory y el teorema de la

funcion inversa

3.1. Derivada clasica

En esta seccién se formula la derivada de una funcién real de variable real en
sentido clésico. Con las definiciones y teoremas de diferenciabilidad para funciones
reales de variable real esencialmente como nos da Cauchy, tipicamente se presenta

de la siguiente forma.

Definicién 3.1.1. (Derivada clasica) Sea f : I C R — R la funcidn real de variable
real definida en el intervalo abierto I, donde I contiene al punto zg, la derivada de

f en zq denotada como f’(xg), se define como el limite:

f/($0) _ }llig% f(ﬂfo + h}i — f(‘ro)

(Apostol, 2020).
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f(xo +h)

f(xo)

/

Xo x0+h

Figura 3.1: Derivada clasica de una funcion real de variable real f en el punto xy.

La pendiente es fundamental en la definicion [3.1.1] pues si se recuerda la pen-

diente para la grafica de la figura [3.1] esta formulada como

A

<

m =

>
8

estas variaciones en el eje Y y eje X son equivalentes a

Ay=f(zo+h)— f(zo) ; Lxz=h

Reescribiendo la pendiente

f(xo+h) — f(xo)
h

Ahora para que los puntos (zo, f(xo) ¥ (o + h, f(xo + h)) se aproximen lo mas

cerca posible, es necesario h — 0, asi se obtiene

f'(x0) = lim f(zo+h) — f(xo)

h—0 h

evidentemente la existencia del limite en un punto x( es una condicion necesaria

para que la funcién f sea derivable en ese punto.



33

Para A x = x — zy. La definicion |3.1.1| es equivalente a

f(x) = f(xo)

T—x0 T — X

si el limite existe.

Constantin Carathéodory (1873 — 1950) en su publicacién “THEORY OF FUN-
TIONS OF A COMPLEX VARIABLE”, define la diferenciabilidad en una sola pa-
gina (Carathéodory, |1954, 119), apoyandose fuertemente en la continuidad de fun-
ciones, cabe resaltar que estas funciones que estudi6 son de la forma f : C — C,
sin embargo dicho estudio es también valido para funciones reales de variable real.

A continuacion se realiza la construccién de la diferenciabilidad en sentido Ca-
rathéodory para funciones reales de variable real, con conceptos de un espacio topo-
l6gico euclidiano (o también conocida como la topologia usual) para trabajar con sus
abiertos y con la ayuda de una grafica se obtiene algunas observaciones importantes
que son distintas a la derivada clésica, asi finalmente llegar a una definicion formal
de la diferenciabilidad en sentido Carathéodory para funciones reales de variable

real.



34

3.2. Construccion de la diferenciabilidad en sentido

Carathéodory

En esta seccién se construye la diferencial en sentido Carathéodory para funciones
de R en R, para posteriormente usar esta nueva forma de diferenciar para aplicar en
demostraciones de algunos teoremas de suma importancia en el contexto de anélisis
matematico I, finalmente se ejemplifica este subcapitulo.

Sea el abierto U CR ,y f: U C R — R una funcién.

Con el fin de obtener una referencia més completa, se emplea el siguiente grafico.

Yll

f)
If(x} — f(xo)

il = "';“h

o __:_____"..- \

Figura 3.2: Derivada en sentido Carathéodory.

En la Figura(3.2] se observa que para la grafica de la funciéon f existe infinidad de
rectas secantes que pasen por el punto (zg, f(z¢)), pues x no es un punto fijo. Ahora
se considera dos puntos de la funcién (zo, f(xg)) y (z, f(x)), hallando su pendiente
se obtiene la funcién ¢ ya definida.

Asi se construye la funcién ¢, que serd la funcién de las pendientes de las rectas
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secantes a la grafica f en el punto (x¢, f(z¢)) , donde zy es un punto fijo de U.

_ (@) = fl=o)

T — 2o

,x €U —{xp}
a dicha funcién ¢ la se llama funcién Carathéodory y se define como:

Definicion 3.2.1. Sea la funcién f : U C R — R definida en el abierto U y ¢ un
punto fijoen Uy M ={m € R :m = M} Se llama funcién Carathéodory
de la funcién f en el punto xg, denotada por ¢¢(z,z0) 0 ¢f(xo) a la funcién

ds(x0) : U C R — M expresada por ¢ (o) = ¢s(x, 7o) = L8=LED vy e U\ {z0}

T—x0

Observacion 3.2.2. A continuacion se presenta las siguientes observaciones:

La funcion ¢¢(xg) es una funcion discontinua removible en el punto x = xg

para la funcion f.

n Los valores ¢y(x, x0) = ¢p(xo) ; Vo € U\ {zo} son las pendientes de las rectas
secantes de la grdfica de f en el punto xg para x € U, cuando x se aproxime

a Ig-.

—f("”):iéz(’) y ¢(x,x0) es continua en © = xq, se denotard por

» Si existe limy_yp, =

df(xo, x0), donde ¢r(xoxo) s la pendiente de la reta tangente a f en el punto

f (o).

» En lo que se sigue la funcion Carathéodory ¢¢(x,xo) se denotard simplemente

por ¢¢(x) teniendo en cuenta que ¢¢(x) depende de xo.

» Dado ¢f(x) = % Ve e U\ {xo}, se tiene:
lim ¢(z) = lim M_
T—I0 T—T0 T — ;EO

f(@)—f(z0)

T—x0

Si existe lim, 4, entonces se escribe:

lim ¢ (x) = ¢y(wo).

Tr—xTQ
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Nota 3.2.3. FEl enfoque que le da Carathéodory a la Derivada, es que ahora se tiene
una funcion a la cual se estd denominando ¢5 en el cual estd directamente relacio-

nado con la continuidad.

Es decir, la existencia de la pendiente de la recta tangente a la funciéon f en el
punto (zg, f(xo)) estd vinculada a la presencia de una discontinuidad removible en

xo para la funcién ¢. Este hecho conduce a la definicién que sigue.

Definicién 3.2.4. (Diferenciabilidad en sentido Carathéodory) Sea la funcién
f U CR — R definida en el abierto U. Se dice que f es diferenciable en xg € U,
en sentido Carathéodory, si existe una funcién ¢(z) continua en x, que satisface

la relacién
f(x) = f(zo) = df(z,20)(x —20), V2 EU
(Carathéodory, [1954]).

El nimero ¢¢(xo,zo) es la derivada de Carathéodory de f en x.

Esto es:

f es diferenciable en sentido Carathéodory en xy € U, si y solamente si,

3 65() tal que f(x) — f(z0) = 65(x)(x — o) ; Vo € U.

Observacion 3.2.5. Consecuencias inmediatas de esta definicion son:

(i) Si f es diferenciable en xy entonces existe ¢y continua en xq tal que

f(@) = és(2)(x — o) + f(20)

puesto que el producto y la suma de funciones continuas es otra funcion con-
tinua, por consiguiente f es continua en xy, es decir, si [ es diferenciable en

xo, entonces f es continua en x.
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(i1) Como ¢y tiene una discontinuidad removible, es posible definirla como:

(

—f(xgi:ﬁ(():co) st x # T
¢s(z) =
dr(x) st x =X
\

(111) Si f es diferenciable en sentido Carathéodory en xq, existe al menos una fun-
cion ¢y que satisface la Definicion ademds, si f'(xo) (Derivada cldsica)
existe,

f'(xo) = dy(x0).

Nota 3.2.6. En lo que se sigue la diferenciabilidad en sentido Carathéodory se men-
ctonard solo como diferenciabilidad denotada por ¢y, andlogamente cuando se men-
cione deriwada hace referencia a derivada en sentido Carathéodory. La otra diferen-

ciabilidad de Fréchet denotada por df,, se expresard explicitamente.

Teorema 3.2.7. (Regla de la cadena) Sean las funciones f : U C R — R y
g:V C R — R definidas en los abierto U, V respectivamente; diferenciables en

xg €U y f(xg) =21 € V. Entonces h = go f es diferenciable en xy, y
On(wo) = dg(f(20))ds(x0)
(Kuhn, 1991).

Demostracion
Sea z € Uy f(x) € V, luego dado que f es diferenciable en z(, entonces de

acuerdo a la Definicién siendo asi, existe un ¢, tal que

f(@) = f(x0) = ¢5(x)(x — 0)
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analogamente se obtiene para la funcién diferenciable g en z1, esto es:

9(x) = g(x1) = ¢g() (2 — 21).

Como h = g o f, entonces

W) = h(xo) = g(f(x)) — 9(f (o))
= &g (f(2))(f(x) = (o))
= (g 0 f)(@)(f(x) = f(x0))
= (g0 f)(@)ds(2)(x — x0).

Dado que la composicion y el producto de funciones continuas es otra funcién con-
tinua, se concluye que (¢q4 0 f)(z)ds(z) es continua en g € U 'y f(xo) € V. se tiene

asi h = g o f es diferenciable, en donde

Pn(0) = @g(f(20)) b (o).
U

Teorema 3.2.8. (Teorema de la Funcion Inversa) Sea f : U C R — R una
funcion continua y estrictamente mondtona en un intervalo abierto U que contiene

a xo y se asume que ¢s(zo) existe y es distinto de cero.

-1

Entonces g = f~' es diferenciable en yo = f(xo) y

(Kuhn, |1991).

Demostracion.
Una funcién f continua y estrictamente mondétona en un intervalo abierto U no

tiene saltos ni retrocesos, lo que asegura que cada valor en el dominio se corresponde
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con uno y solo uno en el rango. Asi se garantiza que f es inyectiva, luego f es
invertible localmente en el abierto U.

Por otro lado f es diferenciable en z, entonces f(z) — f(xo) = ¢r(z)(z — o)
Vo € U con ¢; continua y por hipétesis se tiene ¢f(zo) # 0V 2o € U. Sea V el
abierto con dom(g) =V (dominio de g igual a V'), entonces

y—yo = f(9(y)) — yo

pues g es la inversa de f y la composicion de estas funciones es la identidad, ademés

fla) —vo = fg9(y)) — f(wo)

y como f es diferenciable, se tiene

fl9(y)) — f(xo) = bs(9(y))lg(y) — zo]; Vy V.

Asi
9() ~ 9w)] = -y —w): VeV,
9gy)—9Wo)l = —F—~W—Y%); VY )
o1(9(y))
o . | . 1
por el teorema de la funcién inversa continual'| g es continuo en V', entonces ———
¢1(9(y))
es también continua en V. Por consiguiente
(v) ! Vee UAVyeV.
g\y) = ; r Y .
¢r(x)
O

Teorema 3.2.9. (Algeb’r‘a de las derivadas) Sean f,g : U C R — R | dos
funciones definidas en el abierto U, diferenciables en xy € U, ademds dado un

k € R (k constante), entonces:

'El teorema de la funcién continua dice que, suponga que f : I — .J es una funcién continua
y estrictamente mondtona creciente (decreciente), donde I y J son intervalos reales, entonces la
funcién inversa g = f~! también es continua y estrictamente monétona creciente (decreciente) en

J.
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i) Okprg =kor+o, ; enxzoelU.

i) Grg=0¢r-g+f-¢, ; enxyel.

i) ¢f:¢f'9;2f'¢g . gA0 ;. enwpel
L g
g
Demostracion.

Como f y g son diferenciables en xy € U, entonces existe las funciones continuas

¢f, ¢4 respectivamente, tal que

f(@) = f(xo) = &5(2)(x — 20)

9(x) = g(xo) = ¢g(x)(z — 0)

considerando esa hipodtesis, se tiene:

i) (kf+9)(x) = (kf + 9)(x0) = k[f(2) + g(x) = kf(z) = 9(xo)
= k[f(z) = f(zo)] + (9(x) — g(0))
= klgs(2) (2 — m0)] + ¢g(2)(x — 20)

= [k@s(x) + dg()](x — o),

como el producto de un escalar con una funcién continua es otra funciéon continua,
ademads la suma y producto de funciones continuas es otra funciéon continua, por
consiguiente k¢(z) + ¢4(x) es continua en zo € U.

Por lo tanto kf + g es diferenciable ademas,

Qbkf—i-g = kgf)f + ng 3 \V/l’o & U.
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i) (f - 9)(@) = (f - 9)(wo) = f(x) - g(x) = f(w0) - g(o)
= f(x)-9(x) = f(2) - g(x0) + f(x) - g(x0) = [f(w0) - 9(0)
= f(x) - [9(x) = g(x0)] + g(x0) - [f (%) = f(x0)]
= [(2) - [9g(x) - (& = x0)] + g(2) - [P (2) - (# — 0)]

= 05 - 9(wo) + [(2) - §9(x)](x = w0),

con el mismo andlisis anterior, se tiene que ¢ - g(xo) + f(z) - ¢4(x) es continua

en zo € U, entonces f - g es diferenciable, ademas

Grg=0¢r-g+f by ; VYwoeU.

g g g(z)  g(xo)
_ @) glwo)  flwo) - g(@) | f@)-g(x) _ flz) g(=)
g(x) - g(xo)  g(z)-g(xo)  g(x)-g(wo) g(x) - g(0)
9(x) - f(x) = f(@o) - g(z) = [f(2) - g(x) — f(2) - g(20)]

() - g(z0)
_ o5 o) = J@) Ty,
9(x) - g(z0)
[0 (@)] - g(x) — f(x) - [Pg(2)]

analogamente se tiene que es continua en xg € U, por

9(x) - g(wo)

consiguiente = con g # 0 es continua en xy € U, ademaés
g

:¢f'g_f'¢g .

) e g#0 ; VxoeU.

Q [

O
La demostracion de los teoremas basicos en el cdlculo por esta forma de derivar
funciones de R en R revela que hay una notable simplicidad y elegancia, esta afir-

macién se hace referencia al aspecto axiomatico, mas no en el aspecto del calculo;
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pues para el calculo de derivadas en el sentido Carathéodory es necesario algunos
artificios tediosos. La aplicacion de este enfoque proporciona un marco conceptual
que simplifica la comprensién y la prueba de resultados fundamentales en el &mbito
de la diferenciabilidad. La naturaleza intuitiva y estructurada del método Carathéo-
dory facilita la exposicién clara de los argumentos, permitiendo una asimilacion més
fluida de los conceptos y resultados. Este enfoque demuestra ser una herramienta
valiosa para abordar problemas complejos desde lo axiomatico, destacando lo bonito
(referencia a lo grato a la vista desde el punto de vista matemético axiomatico) de
la teoria diferenciable en sentido Carathéodory. A continuacién se muestran algunos

ejemplos del cdlculo de derivadas (claramente para funciones reales).

Ejemplo 3.2.10. Sea la funcién f : U C R — R definida por f(z) = 2™ con

n € N—{0} y U es un abierto, la derivada de la funcién f en el punto zo € U, es

df(xo) = nxg_l.
En efecto,
f(x) = fxo) = 2" — xf
por el dlgebra elemental, se tiene la identidad
" — = (2" 2" 2 4 2" B 4 a4 (2 — 20)
asf la funcién ¢ toma la forma de
op(z) = 2" + 2" Prg + 2"l 4+ a2 !

donde ¢ es continua en xy € U (por ser un polinomio), ademés el nimero ¢ (g, zo)

es la derivada de Carathéodory de f en xy (valga la redundancia), entonces

1 ) -3 2 ) -1
dr(xo) =2y + g w0+ 2y g+ -+ 0T T+ XY
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es decir,

df(xo) = nag !

Ejemplo 3.2.11. Sea g : U C R — R la funcién definida por f(z) = k, donde U es

un abierto, la derivada de la funcién g en el punto xy € U, es

¢g(z0) = 0.
En efecto,
f(@) = f(wo) =k —k=0
pero
f(@) = f(w0) = 0~ (& — o)

asf la funcién ¢, toma la forma de la funcién cero

Pg(x) =0

sin embargo ¢, es continua, pues la funcién cero es continua en todo xy € R. Por

consiguiente

¢g($0) = 0.

Ejemplo 3.2.12. Sea h : U C R — R la funcién, definida por h(z) = in(x) donde

U es un abierto, la derivada de la funcion h en el punto zg € U con xg > 0 es
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En efecto,

N T — X (x_xO)
1
— ‘In (ﬁ) (& — o)
T — X9 ZTo
1 x
= -ln(l—i———l)-(x—xo)
r — 29 Zo
1 —
— In (1—|—x 33'0) (l‘—ZL'())
T — X9 o
1 1
= ln(l—i— 0 )-(x—xg)
r — 2o P

=— In{1+— (z — xo).
Lo T—x0

llegando a obtener ¢,(x) como candidato a la derivada de f(x) = In(x) con

xo > 0, definida como:

(%)
gbh(x):iin(l—l— jo> ,

Lo T—x0
sin embargo, ¢, tiene una discontinuidad removible, por la Observacion |3.2.5| item

(ii) es posible redefinirla por:

%'ln (14_%)(%) 81 # xg.
on(z) =

1 . _
- ,81 = xq,

\
Ahora se tiene que ¢y, es continua en xr = xy, entonces

¢h(930) = i

Zo
Asi, se puede seguir ejemplificando este capitulo de la diferenciabilidad en sentido

Carathédory.
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En el comentario de Kunh “Si la alternativa de Carathéodory fuera lo suficiente-
mente poderosa como para demostrar teoremas como los anteriores, pero demasiado
potente o engorrosa para manejar los resultados de calculos mas tempranos de la ma-
teria, seria menos probable que la introdujéramos”(Kuhn, [1991)), hace referencia a la
ensenanza, pues Stephen Kuhn trabajé la diferenciabilidad en sentido Carathéodory
con un enfoque pedagdgico. Sin embargo se coincide que, dicha diferenciabilidad
también resalta la idea de la elegancia matematica. Aunque la alternativa de Ca-
rathéodory puede gestionar con facilidad los conceptos basicos del calculo, la eleccion
entre métodos clasicos y enfoques mas abstractos puede depender de la eficiencia y la
claridad conceptual. Aqui, la elegancia matematica se interpreta como la capacidad

de abordar problemas con la menor complejidad posible, sin sacrificar rigor.
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3.3. Extension de la diferenciabilidad en sentido

Carathéodory

En (Acosta et al., [1992) extiende la diferenciabilidad en sentido Carathéodory
para funciones vectoriales de variable vectorial. Sin embargo, en esta seccién se
profundiza este concepto, desglosandolo y desarrollandolo de manera detallada para
funciones vectoriales. Este enfoque tiene como finalidad clarificar las condiciones
haciendo que la diferenciabilidad en sentido de Carathéodory sea mas accesible y
comprensible para el lector.

La forma més conocida de estudiar esto es mediante la introduccion de la deri-
vada total como aproximacién lineal de la funcién en un punto. Esto corresponde
a la definiciéon de derivada de Fréchet estudiada en la seccion 2.2.5. Diferenciabili-
dad de funciones vectoriales en espacios normados de dimension finita. No obstante
la presente investigaciéon tiene como finalidad encontrar otra forma de diferenciar
funciones vectoriales de variable vectorial (dimensién finita) por ello se estudia la
“Construccién de la diferenciabilidad en sentido Carathéodory para funciones vec-
toriales normados de dimension finita”

Se observa que una interpretaciéon conveniente de la Definiciéon permite

extender la derivada de Carathéodory a funciones vectoriales.
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3.3.1. Construccion de la diferenciabilidad en sentido Caratheddory
para funciones vectoriales normados de dimension finita

Sea f:R"™ — R™ una funcién y a un punto en R”. Se da la interpretacion a la
expresion
f(@) = fla) = ¢p(x)(z — a).
Se identifica f(z)— f(xo) con un vector columna de R™ y £ —a con un vector columna
de R™. Asi ¢¢(x) se puede interpretar como la matriz m x n, que se identifica con el

espacio M, «, de matrices reales m x n. Para que la Definicién tenga sentido

para f, se tiene la siguiente definicion.

Definicion 3.3.1. Sea la funcién f : R — R™ y a € R". Se dice que f es dife-
renciable en a, en sentido Carathéodory, si existe ¢y : R" — Z(R",R™) = M,

continua en a y satisface la siguiente relacion para todo x € R"

f(@) = fa) = ¢p(2)(z - a).
Si ¢ existe y es continua en a, df (a) = ¢r(a) € L (R",R™) (Acosta et al., [1992).

Esto es:

f es diferenciable en a € R (en el sentido Carathéodory), si y solamente si,

J¢r : R" — Z(R",R™) = M50, tal que f(z) — f(a) = ¢¢(x)(x — a) Yz € R".

Si se estudia ¢y asumiendo que existe y es continua en a, se observa el siguiente
comportamiento:
Para todo € > 0, existe § > 0 tal que ||z —a|| < d = ||¢f(x) — ¢r(a)| <€, se

grafica para mayor comprension.
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R™ T, L(R", R™)
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Figura 3.3: Continuidad de ¢ en a.

En la Figura se observa que la continuidad de ¢ es equivalente a estudiar la

diferenciabilidad localmente en un abierto o una vecindad.

Observacién 3.3.2. Se percibe que la funcion ¢¢(a) : R* — R™ es una transforma-
cion lineal, ademdas por el Corolario[2.2.29 es continua.

Es importante no confundir ¢ con ¢¢(a). La funcion ¢y es un candidato a ser la
diferenciabilidad en sentido Carathéodory y serd diferenciable cuando sea continua,

mientras que ¢¢(a) es continua independientemente de la continuidad de ¢y.

Nota 3.3.3. df(a) hace referencia a la derivada Fréchet, planteada en el anterior
capitulo de forma resumida y ¢¢(a) hace referencia a la diferencial en sentido Ca-
rathéodory en el punto a, ademds esa ultima equivalencia fue demostrada en (Acos-
ta G and Delgado G, |1994)). Sin embargo en en la investigacion se trabaja con la
diferencial en sentido Carathéodory (valga la redundancia). Se observa que la De-
finicion [3.5.1les para funciones vectoriales de variable vectorial con dichos vectores

que sean de dimension finita; para este estudio del tipo, funciones de R™ en R™.

La expresion de la Definicién es similar a la expansién lineal (Definicién

3.2.4) de una funcién diferenciable en el caso de funciones escalares, pero aqui se
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esta tratando con funciones vectoriales y matrices. La matriz ¢¢(x) se conoce como
la matriz Jacobiana de f en el punto z (posteriormente se da su notacién), y la
continuidad de ¢; garantiza la continuidad de la aproximacion lineal en el sentido
de Carathéodory.

En resumen, la diferenciabilidad en el sentido de Carathéodory establece que la
funcion f puede aproximarse linealmente cerca del punto a mediante la multiplica-
cién de la matriz Jacobiana ¢s(x) por la diferencia x — a, y esta aproximacién es
continua en a.

Por otro lado, la matriz Jacobiana ¢¢(z) en el contexto de la diferenciabilidad
en el sentido de Carathéodory es una matriz m x n, donde m es la dimension del
codominio de la funcién f y n es la dimensién del dominio de f.

Si la funcién f : R™ — R™ es diferenciable en el sentido de Carathéodory en un
punto a € R", entonces la matriz Jacobiana ¢(z) en ese punto estd definida por las
derivadas parciales de las componentes de f con respecto a las variables de x. La
entrada en la fila ¢ y columna j de la matriz Jacobiana es la derivada parcial de la
1-ésima componente de f con respecto a la j-ésima variable de x.

La notacién comun para la matriz Jacobiana es la siguiente:

ofi(z) 9fi(x) 9f1(x)
o Oxa to (o272
Ofa(z)  Ofa(x) 9fa(x)
ox1 Oxa e Oxn
¢f(z) =
Ofm(z)  Ofm(x) Ofm(z)
L ox1 Oxa e O0xp, ]

Si esta matriz existe y es continua en a, entonces la funcién f es diferenciable en

a en el sentido de Carathéodory.

Observacion 3.3.4. La matriz Jacobiana es continua en un punto si todas sus de-
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rivadas parciales son continuas en ese punto. Mds formalmente, sea f : R® — R™
una funcion vectorial definida por f(z) = (fi(x), fa(x),..., fm(x)), donde z € R™.

La matriz Jacobiana ¢¢(x) en el punto x es:

Ofi(z)  Ofi(x) 0f1(x)
ox1 Oxo T Oxn
Ofa(x)  Of2(x) Of2(x)
Oz Ox2 T Oxn
¢of(x) =
Ofm(z)  Ofm(z) Afm ()
L ox1 Oxo e Oxn ]
La matriz Jacobiana ¢¢(x) es continua en x si todas las derivadas parciales gf_
J

son continuas en x para 1 <i<myl<j<n.
Es decir, la continuidad de la matriz ¢ se basa en la continuidad de sus compo-
nentes indiwiduales, que son las derivadas parciales de las componentes de la funcion

vectorial f observadas en dicho punto.

Cabe resaltar que, cuando se introduce el estudio del Jacobiano ¢ no se considera
en el calculo de la derivada de Carathéodory, pues para desarrollar dicho cédlculo es
mas tedioso con respecto a la factorizacion o similitudes de expresiones, por ello es
necesario resaltar que, en el enfoque de este estudio es, solamente axiomatico a pesar
de contener algunos ejemplos del calculo.

Por otro lado, segin la Definicién |3.3.1], una funcién f : R® — R™ es diferenciable
en un punto a € R" en el sentido de Carathéodory si existe una funcion

¢ R* — Z(R",R™) = M,,, continua en a tal que:

f(@) = fla) = ¢s(z)(z —a).

Se observa que df (diferenciabilidad Fréchet) es tinica, pues se demostré en la
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Proposicion [2.2.42]

Luego la existencia de ¢; garantiza la diferenciabilidad de f en a. Sin embargo, la
unicidad de ¢ no esta garantizada por la definicién. Es decir, puede haber multiples
funciones ¢; que cumplan con la condicién de diferenciabilidad en el sentido de
Carathéodory para un mismo punto a. La unicidad de ¢; es una cuestiéon adicional
que no se aborda directamente en la definicion.

Para ilustrar esto, se considera el siguiente ejemplo donde se explora la diferen-

ciabilidad de una funcién especifica en un punto dado.
Ejemplo 3.3.5. Sea f : R? — R la funcién definida por f(z,y) = 2y y (a,b) € R?,
entonces
f(x,y) = fla,b) = xy — ab
=br —ab+xy — bz
=b(r—a)+z(y —b)
= (b,x)(z —a,y =),
por otro lado,
f(@,y) = fla,b) = xy — ab
=xy —ay+ay —ab
=y(r —a)+aly —b)
= (y,a)(x —a,y = b),
teniendo asi
op(z,y) = (b,x) vy ¢p(z,y) = (y,0).

Es decir, ¢; y ¢y son dos funciones de pendiente diferente para f en (a,b). Por ello

es necesario garantizar la unicidad de las funciones auxiliares ¢ y 1.
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Teorema 3.3.6. (Unicidad) Si ¢f,v0f : R* — L(R",R™) = M,,,,, son dos fun-
ciones continuas en a € R" que satisfacen las siguientes condiciones para f en a:

flx) = fla) = ¢p(2)(z —a) y [flx) = fla) =ds(x)(z —a)

entonces,
¢y(a) =1s(a)

(Acosta G and Delgado G|, {1994).

Demostracion.

Se tiene que ¢; v 1y son dos funciones continuas en a que satisfacen:
f(@) = fla) = ¢y(z)(z — a)
f(@) = fla) = ¥s(z)(z —a).
Por otro lado, sea g(z) = ¢;(x) — 1;(x), entonces
9(x)(x —a) = 0.
Ademis
lg(a)(z —a)|| = |lg(a)(z — a) — g(z)(x — a)|

= [l(g(a) = g(x))(z —a)]|

< llg(a) = g(@)[l|lz — all
por tanto se tiene que

Tr—a

Hg<a>

‘ < lg(a) — g(@)]|

[ — all
Como ¢5 y 9y son funciones continuas en a, entonces g es continua en a, se

concluye que g(a) = 0y luego ¢r(a) = ¥y(a). O
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Este teorema es fundamental para la diferenciabilidad en sentido Carathéodory,

ya que establece que si la funcién ¢ existe en un punto a, entonces esta es tnica.
La unicidad de ¢ en el punto a proporciona una base sélida para el andlisis y las
aplicaciones posteriores dentro de esta teoria. Es de suma importancia notar que la
demostracion de este teorema no solo es rigurosa y completa, sino que también se
caracteriza por su simplicidad y elegancia, lo que la hace sorprendentemente accesible
incluso para aquellos que se estan iniciando en el estudio de la diferenciabilidad en

sentido Carathéodory.

Teorema 3.3.7. (Linealidad) Sean las funciones f,g : R" — R™ diferenciables en

a € R™ y dados los escalares o, 5 € R, entonces af + Bg es diferenciable en a y

Dlas+89)(a) = adr(a) + Pog(a)
(Acosta G and Delgado G| {1994).

Demostracion.
Sean f,g : R” — R™ funciones diferenciables en a € R" y a, 8 € R. Entonces
existen ¢f y 14, respectivamente, que satisfacen para f y ¢ la condicién de diferen-

ciabilidad segin Carathéodory, es decir,

luego

(af + Bg)(x) — (aof + Bg)(a) = af(z) = fla)) + 5(g(z) — g(a))
= ags(z)(x — a) + By (z)(z — a)
= [ads(x) + Biby(2)](z — a).
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Como el producto de un escalar con una funcién continua es otra funcién continua,
ademas la suma y producto de funciones continuas es otra funciéon continua, por

consiguiente,

Plof+s9)(a) = agr(a) + Boy(a).

Teorema 3.3.8. (Regla de la cadena) Sean las funciones f : R" — R™ y
g:R™ — R". Si f es diferenciable en a y g es diferenciable en f(a), entonces go f

es diferenciable en a y
bgop(a) = dg(f(a))ds(a)

(Acosta G and Delgado G|, |1994).

Demostracion.
Como f es diferenciable en a, existe ¢¢(x) tal que f(z) — f(a) = ¢r(z)(z — a),
analogamente, g es diferenciable en f(a), g(x) — g(a) = ¢4(x)(x — f(a)) .

Entonces

9(f(x)) = g(f(a)) = &g(f(2))(f(x) — f(a))
= &g(f(2))¢¢(x)(x — a),

donde ¢; es la funcién derivada para f en a y ¢, es una funciéon derivada para g

en f(a). Dado que ¢, es continua en f(a) y ¢ es continua en a, por la Proposicién

se tiene que g o f es continua en a. Luego

(g0 f)(x) = (g0 f)la) = [o4(f(x))¢s(x)](z — a),
se concluye

¢(90f)(a) = ¢g(f<a>>¢f<a>‘ U
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Teorema 3.3.9. Sea f : U C R” — R una funcion definida en el abierto U. Si f es
diferenciable en a € U y f(a) es un valor extremo, entonces ¢¢(a) =0

(Acosta G and Delgado G| {1994).

Demostracion.
Dado que a € U y es tal que f(a) < f(z) para todo x € U , pues f(a) es un valor
extremo, ademds f es diferenciable en a. Entonces, existe una funcién continua ¢y

definida en a definida por ¢; : R" — M, tal que,
0< f(x) — f(a) = ¢f(z)(x —a), paratodox e U. (3.1)

Sea h un punto fijo en R", y dado un € > 0 tan pequeno que cumple que a+th € U

para todo t € (—¢, ). Por (B.1)), se tiene
0 < fla+th)— f(a) = ¢s(a+th)(a+th—a);
0 < ¢s(a+th)(th), paratodot e (—e¢,e).

0 < ¢sla+th)h, parat > 0;

y
0> ¢rla+th)h, parat <O.
Dado que ¢ es continua en a, se tiene que ¢¢(a)h = 0, pero h es cualquier valor
arbitrario; entonces ¢(a) = 0. O

Este teorema expone una condicion esencial para los puntos de valor extremo en
el contexto de funciones diferenciables. La demostracion ilustra cémo la diferencia-
bilidad en a y la condicién de ser un valor extremo implican que la funcién derivada
¢r(a) debe ser cero. Esto se debe a que, en un entorno de a, la funcién f no puede
aumentar ni disminuir en ninguna direccién, lo que se traduce en que la deriva-

da direccional de f en a debe ser nula. La técnica empleada en la demostracion,
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que utiliza la aproximacién lineal y evalia en direcciones arbitrarias, establece una
conexién efectiva entre la diferenciabilidad y las condiciones de extremos locales.

A continuando, se ilustra el proceso mediante algunos ejemplos de célculo de

derivadas en sentido Carathéodory (valga la redundancia).

Ejemplo 3.3.10. Sea la funcién f : R? — R? definida por f(z,y) = (22,%?*). Demos-

trar que f es diferenciable en un punto (a,b) € R?. Para ello,

flz,y) = fla.b) = (2%,y%) — (a*,1%)
:< 2—a2,y2—b2)

= ((z = a)(z +a), (y = b)(y + b))

Ahora, ¢; toma la forma:

T+ a 0
¢f(xay):
0 y+b

y es candidato a ser la derivada en el punto (a,b), sin embargo es necesario ver la

continuidad de esta matriz en dicho punto (lo cual cumple), entonces

es la derivada de la funcién f en el punto (a,b).

Ejemplo 3.3.11. Se analisa como actia de derivada Carathéodory a una transforma-
cién lineal. Sea f : R — R™ una transformacion lineal y a € R™, como f es lineal,

entonces goza de las propiedades:
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= f(z+y) = f(z)+ f(y) para todo z,y € R".
» f(ax) =af(x) paratodox e R" y « € R

luego
f(x) = fla) = f(z — a),

Por lo tanto, en este caso, ¢f(x) = f para todo x € R". La matriz ¢¢(x) que rela-
ciona la diferencia en la imagen de f con la diferencia en la entrada x es simplemente

la propia funcién lineal f.

En términos de la definicién de la derivada de Carathéodory, esto implica que f
es diferenciable en cualquier punto a y la derivada de f en a (denotada como ¢y)
es simplemente la funcién lineal f. En notacion matricial, se puede expresar como:
or =1

En resumen, para funciones lineales, la derivada de Carathéodory es simplemente

la funcién lineal misma, y la matriz ¢¢(z) es constante e igual a la funcién f.

Ejemplo 3.3.12. Sea la transformacién lineal f : R? — R? dada por

flz,y) = 2z + 3y, —z + 4y).

Ahora, para un punto arbitrario a = (a1, as) € R?, se asume la diferencia

f(x,y) — f(ay,az) y se trata de factorizarla como f(x — ai,y — as):
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2x + 3y 2a1 + 3as
f(z,y) — flai,a2) = -
—z + 4y —ay + 4as

2(x —ay) + 3(y — az)

—(z —a1) +4(y — az)

2 3| |lr—a

—1 4| |y—as

En este caso, la matriz que aparece es constante y representa la funcién lineal
f. La derivada de Carathéodory en cualquier punto a es simplemente la matriz que

define la funcién lineal:

Por lo tanto, en este ejemplo, f es diferenciable en cualquier punto a y la derivada

de f en a es la misma funcién lineal f representada por la matriz ¢(a).

2 3
Adem3s la matriz es la matriz asociada a la funcién lineal

1 4
f(z,y) = (22 + 3y, —x + 4y).

3.4. Teorema de la funcion inversa

El teorema de la funcién inversa es un resultado fundamental del cédlculo y el
analisis matematico. Se aplica a funciones f : U C R" — R" pues necesariamente
se trabaja con una matriz cuadrada, ademas las funciones como f son continuas
y diferenciables en un conjunto abierto U. El teorema establece condiciones bajo

las cuales la funcién es invertible localmente. Formalmente, si el Jacobiano de f en
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un punto a es no singulaIEI, entonces existen entornos V' 'y W de a'y f(a) respec-
tivamente, donde f es un difeomorfismd] y la inversa f~! también es continua y
diferenciable.

Para incorporar el concepto de diferenciabilidad en sentido Carathéodory en la
demostracion del teorema de la funcién inversa, es imperativo ampliar la nocién
de diferenciabilidad de un punto a la diferenciabilidad en un conjunto abierto. Este
proceso implica considerar no solo las derivadas en un punto especifico, sino también
el comportamiento diferenciable en un entorno alrededor de dicho punto.

La diferenciabilidad en sentido Carathéodory se convierte entonces en un requi-
sito esencial para garantizar que, no solo en un punto singular, sino en un conjunto
abierto, la funcion muestre propiedades diferenciales coherentes. Este enfoque mas
amplio permite abordar de manera més efectiva las variaciones locales de la funcion
en el conjunto abierto, proporcionando asi una base solida para aplicar el teorema
de la funcién inversa de manera mas generalizada.

Extendiendo la diferenciabilidad para un abierto, se define.

Definicion 3.4.1. Sea f : U C R® — R™ una funciéon definida en el abierto U.
Se dice que f es diferenciable en U si para cada y € U hay una funciéon pendiente
¢, para f en y, satisfaciendo f(z) — f(y) = ¢(z,y)(z — y). En tal caso, se escribe
¢(z,y) = ¢y(x)

(Acosta G and Delgado Gl [1994).

Definicién 3.4.2. (Continuamente diferenciable) Sean f : U C R” — R™ una

2El Jacobiano J se considera no singular en a si su determinante det(.J) no es cero. Esto implica

que la matriz es invertible.

3Una funcién f : U — V es un difeomorfismo si es biyectiva, continua, su inversa existe y es

continua, y ambas son diferenciables.
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funcién definida en el abierto U, x e y puntos de U.

Se dice que f es continuamente diferenciable en U si existe la funcién continua

U xU— LR R™) = Mynun,

tal que,
f(@) = fly) = ¥(z,y)(z —y)

(Acosta G and Delgado Gl 1994)

En resumen:

f es continuamente diferenciable en U, si y solamente si,

¢ : U x U — M,,x, continua tal que f(z) — f(y) = ¢¥(z,y)(z —y), Vz,y € U.

Cabe senialar que por la Observacién [2.2.52 cuando se estudia la diferenciabilidad
en sentido de Fréchet (df), f es continuamente diferenciable si posefa algunos de los
items del teorema [2.2.51l Para este caso cuando se meciona de diferenciabilidad en
sentido Carathéodory ¢ es continuamente diferenciable si cumple lo establecido en
esta definicion.

Anélogamente, si se asume que v existe y es continua en el abierto U, se tiene:

Para todo € > 0, existe 9 > 0 tal que
(2, ) — (z,y)]] <0 = ||(2',y) — ¥(x,y)|| < e, se grifica para mayor compren-

sion.
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L(R™, R™)

Figura 3.4: Continuidad de ¢ en U.

Teorema 3.4.3. (Teorema de la funcién inversa) Sea la funcion f : U C R" —
R™ definida en el abierto U y a € U. Si f es conlinuamente diferenciable en U y
det(a,a) # 0 para a € U, entonces existen vecindades V de a y W de f(a) tales

que f~1: W — V existe, es continuamente diferenciable v

¢y (f(a)) = og(a)]
(Acosta G and Delgado G|, {1994).

Demostracion.

La prueba se da en las siguientes afirmaciones:

a) f es inyectiva en alguna vecindad de a.

b) Imagen de f localmente esté en alguna vecindad de f(a).

¢) f~! es continuamente diferenciable en alguna vecindad de f(a).

Ademas, se observa por la hipotesis que,

» f es continuamente diferenciable <= 3¢ : UzU — Z(R™; R") continua en

(x,y) € U x U, tal que

f(x) = fly) =9, y)(x—y); Yo,y €U,
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» ¢(z,y) es continua y acotada en R™.

» detyp(a,a) # 0 <= 1(a,a) es un isomorfismo.

» )7 (z,y) es continua y acotada en R™.

Afirmacién a) f es inyectiva en alguna vecindad de a.

De hecho, por la continuidad de v existe una vecindad V' de a tal que
dety)(z,y) # 0 para todo z,y € V, ademds de eso por las observaciones dadas
Y(z,y), v (x,y) son continuas y limitadas uniformemente.

Note que dados x,y € V tal que x # y,

= (z2-y)#0
— Y(z,y)(z—y) #0
= [fl#) = fly) #0
= flx) # f(y),

luego f|y es inyectiva.

Afirmacién b) Imagen de f localmente esta contenida en una vecindad de f(a).

Se define By=B;(a,r) donde r > 0, como aBliE\f;’l es cerrado y f es continua
entonces f(0B;) es compacto.

Por la afirmacién a), f|, es inyectiva, asi f(a) ¢ f(0B).

Se considera la distancia d=|| f(a) — f(0Bi)| v la bola Ba=Bs(f(a), ).

Fijando y € Bs, se define:
9lgr :Bi — R
v — glgr = 9(@)=|ly - f(2)]*

= g|g; es continua.
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= [ es compacto.

Entonces g|5; alcanza un minimo para algin z, € By, note que xy ¢ 0B;. Luego,

g9(x) = g(zo) =lly = f()|* = lly = f(zo)|I”
=2y — f(x) = f(wo)) - Y(,20) (7 — 20)

.

~
=:p (continua)

Asi, en xy alcanza un extremo local y ¢ es diferenciable por el Teorema , se

tiene

©(wo,w0) = (2y — f(20) — f(20))¥ (0, v0) = 2(y — f(20))1 (w0, 0) = 0

entonces y = f(xy) donde zy € B, y y € Bs.
Luego Im(f) C W donde W es una vecindad de f(a).

Afirmacioén ¢ : f~! es continuamente diferenciable en una vecindad de f(a).

Defina W=f"1(By) N By y f : W — By es biyectiva localmente, asi f~!|p, :
By — W. Dados z,w € Bs. Se considera f~!(2) =z e f~!(w) = y para x,y € W.

Sustituyendo en la expresion:

f(@) = fly) =¥, y)(z —y),

se tiene
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Conclusiones

= Por medio medio de la diferenciabilidad en sentido Carathéodory, se demuestra
el teorema de la funcién inversa para funciones vectoriales de variable vectorial,

especificamente para funciones de R™ en R".

= A partir de la derivada clasica se construyé la diferenciabilidad en sentido

Carathéodory para funciones de R en R.

= Se extendié la diferenciabilidad en sentido Carathéodory para funciones de
R™ en R™ cuidando conceptos basicos como vectores de dimension finita y
sus propiedades que gozan. Esta conclusion respalda la aplicabilidad de la

diferenciabilidad Carathéodory en contextos mas generales y complejos.

» Utilizando la diferenciabilidad en sentido Carathéodory, se demuestra teoremas
fundamentales del andlisis. Estos teoremas no solo validan la teoria desarro-
llada, sino que también ofrecen herramientas analiticas practicas para abordar

problemas especificos en este ambito.
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Recomendaciones

1. Se recomienda tener en cuenta que, aunque la aplicacion del concepto de di-
ferenciabilidad en el sentido de Carathéodory para demostrar los teoremas
fundamentales del cédlculo, tanto para funciones reales como para funciones
vectoriales, puede ser relativamente sencilla (en su mayoria), el cdlculo de de-
rivadas y la resolucion de ejercicios practicos en este enfoque especifico pueden
resultar significativamente més complicados. Por lo tanto, es recomendable
prestar especial atencién a los detalles de los célculos y utilizar las herramien-

tas adecuadas para manejar la complejidad de los mismos.

2. Se sugiere desarrollar la diferenciabilidad en sentido de Carathéodory en los
cursos de analisis matematico de la escuela profesional de matematica. Esta

perspectiva ofreceria a los estudiantes una nueva forma de estudiar la diferen-

ciabilidad.

3. Se recomienda tener un conocimiento previo en algebra lineal, topologia bésica
y analisis mateméatico antes de abordar la demostracién del teorema de la

funcién inversa.

4. Se recomienda extender la diferenciabilidad en sentido Carathéodory para fun-

ciones en espacios de Banach.
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