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NOTACIONES

En el contexto de unidades naturales en las que 7, ¢ y kp se fijan igual a 1, siendo £
la constante de Planck reducida, c la velocidad de la luz y kg la constante de Boltzmann. Se
deduce que la expresion de la constante de Einstein es = 1/87G y, donde G representa

la constante de gravitacion de Newton.

El término “accién on-shell” se refiere al cdlculo de la integral de la accién con-
siderando las expresiones que satisfacen las ecuaciones de campo derivadas del principio

variacional.

En lugar de utilizar la palabra “bolsa”, se emplea el término “bulk” para referirnos
al interior de una variedad cuya dindmica estd determinada por las ecuaciones de campo de
Einstein. Por otro lado, se usa el término “fall-off” en lugar de “caida”, haciendo referencia

al comportamiento asintético en el borde de la teoria.

Las siglas AdS corresponden a la expresion “Anti-de Sitter”, haciendo referencia a
este espacio-tiempo. Asimismo, se utiliza las siglas AdS/CF'T para referirse a la dualidad

entre un espacio-tiempo AdS'y la teoria cudntica de campos conformes C'F'T.

Los indices tensoriales de la variedad 3-dimensional M utilizan el abecedario griego

(v, 8,7, i, v, p, ...). Mientras que los indices tensoriales de la hiper-superficie 3 utilizan el

v



abecedario latino (a, b, ¢, 1, j, k, ...).

Se ha optado la métrica con la signatura (— + ++).

Notaciones algebraicas:
» 1“: Coordenadas arbitrarias sobre la variedad M.
= y“: Coordenadas arbitrarias sobre la hiper-superficie ..
" (o3t Métrica sobre la variedad M.
n hy = gageg‘ef : Métrica inducida sobre la hiper-superficie .
= ['G : Simbolos de Christoffel construidos a partir de la métrica g, .
= ¢(r): Campo escalar acoplado minimamente al agujero negro.
= 1), = 0,%: Derivada parcial con respecto a x°.
= A% = Vg A®: Derivada covariante compatible con la métrica gas.
» S[gu, ¢]: Es la accién de la teorfa.
= T,,: Es el tensor de energia e impulso.
» G, = R — 39, R: Es el tensor de Einstein.

(09)*

. = %6,@8%5: Es el termino cinético para el campo escalar en la densidad lagran-

giana.

n Kup = N, Beg‘ebﬂ : Es el tensor de curvatura extrinseca de la hiper-superficie .



RESUMEN

El presente trabajo estudia un tipo particular de agujero negro con un campo
escalar acoplado minimamente (acoplado unicamente a la determinante de la
métrica), conocido como ‘““agujero negro con pelo” (o denominado en ingles
como hairy black hole). Se analiza la accién un agujero negro con campo
escalar minimamente acoplado asintéticamente AdS en 2 + 1-dimensiones,
basada en el estudio de [Desa et al. (2022)]. El objetivo es obtener la expre-
sién algebraica correcta del contratermino escalar tal que la accion de la teo-
ria preserve el principio variacional. Para ello, se examina el comportamiento
asintético de los terminamos de accién de frontera adicionales evidenciando
la necesidad de contraterminos para preservar la consistencia tedrica. Tam-
bién se estudian las propiedades termodinamicas del sistema, verificando que
las magnitudes obtenidas mediante el formalismo tedrico satisfagan la pri-
mera ley de la termodindmica. Finalmente, se estudia la simetria conforme,
emergente en la correspondencia AdS/CFT y evidenciado en los aspectos

hologréficos de la teoria, verificando su validez.

Palabras Clave: Agujero Negro, Campo Escalar, Contratérmino Es-

calar, Accidn.



ABSTRACT

This work studies a particular type of black hole with a minimally
coupled scalar field (coupled only to the determinant of the metric), known as
a “hairy black hole.” The action of a black hole with a minimally coupled sca-
lar field in an asymptotically AdS spacetime in (2 + 1)-dimensions is analy-
zed, based on the study by [Desa et al. (2022)]. The objective is to obtain
the correct algebraic expression for the scalar counterterm so that the action
of the theory preserves the variational principle. To this end, the asymptotic
behavior of additional boundary action terms is examined, highlighting the
need for counterterms to maintain theoretical consistency. Furthermore, the
thermodynamic properties of the system are studied, verifying that the quan-
tities obtained through the theoretical formalism satisfy the first law of ther-
modynamics. Finally, conformal symmetry, which emerges in the AdS/CFT
correspondence and is evidenced in the holographic aspects of the theory, is

analyzed to verify its validity.

Keywords: Black Hole, Escalar Field, Counterterm, Action.
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INTRODUCCION

Los agujeros negros han sido un objeto de fascinacién desde su primer descubri-
miento tedrico por Karl Schwarzschild en 1916 [Schwarzschild (1916)]. El estudio de estos
objetos ha evolucionado significativamente, convirtiéndose en un campo amplio de anéli-
sis que cuenta con una extensa literatura [Abbott (2016); Collaboration et al. (2019)]. La
termodindmica de los agujeros negros, por otro lado, ha tenido un impacto considerable en
la comunidad cientifica, ya que inicialmente se pensaba que no era posible que un agujero
negro tuviera temperatura o entropia. Sin embargo, Stephen Hawking demostré lo contra-
rio [Hawking (1975, 1976)]. Como sistema termodindmico, un agujero negro debe satisfacer
las leyes de la termodindmica, que han sido reformuladas a partir de las propiedades conoci-

das de estos objetos [Bardeen et al. (1973)].

La investigacién de fendmenos fisicos en dimensiones inferiores ha facilitado la sim-
plificacion y el avance en el entendimiento de diversas areas de la fisica. En el caso de los
agujeros negros, las simetrias en 2+ 1-dimensiones [Hong (2004)] representan una gran ven-
taja tedrica. Los agujeros negros con campo escalar en 2+ 1-dimensiones han sido estudiados
en profundidad en trabajos previos [Henneaux et al. (2002); Correa et al. (2011)]. En este
trabajo, se examina un tipo particular de agujero negro con pelo, estudiado en [Desa et al.
(2022)], centrando el andlisis en el calculo y validacién del contratermino escalar necesario

para la teoria, el cual es uno de los principales resultados del articulo.



La estructura de este trabajo es la siguiente: en el primer capitulo se presentan el
problema y su planteamiento. Luego, en el segundo capitulo, se desarrolla el marco tedrico
de un agujero negro con pelo en 2 + 1-dimensiones, asintéticamente AdS. Al concluir el
capitulo, se expone la hipétesis y la necesidad de un contratermino escalar para la teoria. En
el capitulo tercero se detalla 1a metodologia empleada. En el capitulo cuarto se presenta los
resultados obtenidos: la forma del contratermino escalar, su importancia para la teoria y la
verificacion del principio variacional; se calcula el tensor de energia e impulso holografico
mediante el formalismo de Brown-York [Brown and York (1993)]; se obtiene la energia gra-
vitacional y se verifica la simetria conforme [Friedan et al. (1986)], una de las consecuencias
principales de la dualidad AdS/CFT [Maldacena (1998)]; y se concluye con la verificacién
de la primera ley de la termodindmica para la teoria. En el dltimo capitulo se presentan las

conclusiones y recomendaciones.



Capitulo 1

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1 Problema de Investigacion

La solucién de agujero negro acoplado minimamente a un campo escalar, conocido
como “agujero negro con pelo” y estudiado en [Desa et al. (2022)], evade el teorema de
no-pelo [Nunez et al. (1996)]. No obstante, al no considerar un contratermino escalar en la
teoria, esta no satisface el principio variacional, la simetria conforme y tampoco la primera
ley de la termodindmica, resultando en una teoria incompleta e inconsistente. Es necesario,
por lo tanto, hallar un contratermino escalar que solucione estos problemas y permita obtener

una teoria completa y satisfactoria para un agujero negro con pelo en 2 + 1-dimensiones.

1.2 Formulacion del Problema

En el contexto del estudio del agujero negro con pelo asintéticamente AdS en 2 + 1-

dimensiones descrito en [Desa et al. (2022)], los problemas de investigacion son:

1.2.1 Problema General

. Cual es la expresion algebraica del contratermino escalar necesario para tener
una acciéon completa? ;Y como verifica este contratermino escalar el principio varia-

cional, la simetria conforme y la primera ley de la termodinamica?



1.3 Justificacion

Durante la investigacién en [Desa et al. (2022)], fue necesario determinar el contra-
termino escalar para desarrollar una teoria completa y consistente de un agujero negro con
pelo en 2 + 1-dimensiones. Este contratermino escalar permite validar el principio varia-
cional, la simetria conforme y la primera ley de la termodindmica. Sin embargo, el trabajo
mencionado no detall6 su obtencidn, su impacto tedrico ni la motivacién de ciertos calculos.
Este trabajo aborda estos aspectos, demostrando que es posible formular teorias consistentes

de agujeros negros con pelo en 2 4+ 1-dimensiones.

Socialmente, este estudio contribuye al avance del conocimiento en fisica fundamen-
tal sobre agujeros negros y sus posibles aplicaciones. Tedricamente, mejora los métodos
matematicos para desarrollar teorias gravitacionales. En la préctica, abre la posibilidad de
detectar agujeros negros con pelo mediante métodos observacionales, lo que representaria
un avance en la comprension de la naturaleza. Metodoldgicamente, este trabajo desarrolla
técnicas l6gico-matemadticas que pueden aplicarse en otros campos de las mateméticas con

estructuras similares.



Capitulo 2

OBJETIVOS

2.1 Objetivo General

Encontrar la expresion algebraica del contratermino escalar necesario para una des-

cripcion tedrica completa y satisfactoria.

2.2 Objetivo Especificos

= Determinar la expresion algebraica correcta del contratermino escalar mediante el for-

malismo del principio variacional, y asi mismo validar este principio.

= Verificar la simetria conforme, y validar la energia gravitacional mediante el formalis-

mo de Brown-York.

= Determinar las magnitudes termodindmicas mediante el formalismo de la accion eu-

clidiana y validar la primera ley de la termodindmica.



Capitulo 3

MARCO TEORICO

En el presente capitulo se expone el marco tedrico, el cual constituye el sustento y

punto de partida para el desarrollo de la presente tesis.

3.1 Relatividad General

A finales del siglo XIX, la comunidad cientifica se encontraba inmersa en un crucial
debate que confrontaba las dos teorias mds importantes de la época: la mecanica de New-
ton y la teoria electromagnética de Maxwell. Esto se debia a que la mecadnica de Newton
implicaba una velocidad de interaccién instantdnea, lo cual violaba una de las principales
implicaciones de la teoria electromagnética de Maxwell: las interacciones tienen una veloci-
dad limite, siendo esta la rapidez de la luz [Janssen (2013)]. El problema de la mecanica de
Newton se puede entender facilmente a través de su ley de gravitacion, que considera que la
interaccion gravitatoria entre dos cuerpos depende tnicamente de la masa de los mismos y

de la distancia que los separa [Newton (1987)]

myms ,

F =Gy 7. (3.1)

r2

Albert Einstein apoy6 las implicaciones de la teoria electromagnética mediante su teoria de
la relatividad especial [Laserna (2012)], fundamentada en el principio de relatividad: “Las

leyes de la fisica deben tener la misma forma en todos los sistemas inerciales”. Esta nueva



teoria abolié la idea del tiempo absoluto y adopt6 la idea del tiempo propio, es decir, la per-
cepcion del tiempo de cada observador depende de cudn rédpido se mueva. Ademads, se acepta
que el espacio y el tiempo ya no son entidades separadas; se los concibe como una tnica

entidad denominada espacio-tiempo.

Sin embargo, el principal problema atn no habia sido resuelto: la nueva teoria de
Einstein no consideraba la interaccion gravitatoria. Era necesaria una nueva teoria de la gra-
vedad que no violara el principio de relatividad. Es por ello que, fundamentdndose en el
principio de equivalencia: “Observadores en caida libre en un campo gravitatorio general
son localmente equivalentes a observadores inerciales. No hay experimentos locales que
puedan distinguir entre esos estados situacionales”, Einstein desarrollé una nueva teoria de
la gravedad: la teoria de la relatividad general. En esta teoria, la gravedad es la manifestacion

de la curvatura del espacio-tiempo en presencia de densidad de energia.

3.1.1 Herramientas Matematicas

Para estudiar la teoria gravitacional en un espacio-tiempo curvado, se requiere el uso
de herramientas matematicas, tales como el cédlculo tensorial y la geometria diferencial. A

continuacion, se presenta el formalismo matematico inherente a estas herramientas.

3.1.1.1 Variedades

Una variedad n-dimensional M es un espacio topolégico cual localmente tiene una
estructura euclidiana R". De manera formal, una variedad real, infinitamente continua y
diferenciable C'*° de n-dimensiones M, es un conjunto unido mediante la compilacién de

subconjuntos O,, cual verifica las siguientes propiedades [Wald (2010)]:

= Cada punto p € M cae por lo menos en un subconjunto O, es decir, O, cubre M en

su totalidad.



= Para cada «, existe un mapeo uno-a-uno sobre 1, : O, — U,, donde U, es un sub-

conjunto abierto de R".

= Si dos conjuntos O, y Ojp se sobreponen, es decir que O, NOg # (), se puede contem-
plar el mapeo 15 0 ¢! cual lleva puntos de ¢, [0, N O] C U, C R" hacia puntos en

1/}5[Oa N Oﬁ] - Ug C R™.

3.1.1.2 Vectores

Un vector es un objeto matemdtico que forma parte de un espacio vectorial dotado
de su respectiva estructura algebraica. Los espacios vectoriales examinados aqui son los
espacios tangentes a un punto p que pertenece a una variedad. Formalmente, si consideramos
M como una variedad n-dimensional y p € M, se define el espacio tangente V, en el punto
p, de manera que se satisface la condicién dimV,, = n. Utilizando el convenio de suma de

Einstein (revisar apéndice A.1), se obtiene

n

v=Y 0", = 0", (3.2)

p=1

donde 0, representa lo que se define como una base coordenada, la cual es expresada en

términos de una nueva base coordenada mediante el uso de

v
:8x ,
Oxr Y

o

(3.3)

Las componentes v del vector v en la nueva base coordenada estdn relacionadas con las

componentes v* de la antigua base coordenada mediante la ley de transformacion de vectores

vt = VY. (3.4)



Las componentes 7" de un vector tangente a la curva en cualquier base coordenada es

B dz*

T = —.
dA

(3.5)

Adicionalmente, un campo vectorial tangencial v en una variedad M consiste en la

asignacién de un vector tangente v|, € V,, a cada punto p € M.

3.1.1.3 Tensores

Un tensor es un mapa multilineal de vectores o vectores duales en escalares. Es decir,
se mapean todos los vectores en escalares ordenados. Formalmente, considérese un espacio
vectorial de dimension finita V' junto con su espacio vectorial dual V*. Un tensor 7' de

categoria (k, ) sobre V' es una aplicacién multilineal definida de la siguiente manera

T:V'x- - xV*xV x.---xV =R (3.6)

vV Vv
k  veces [ veces

Por tanto, una manera de construir un tensor es tomando el producto exterior de las bases
coordenadas de los vectores y de los vectores duales, este tipo de tensor es denominado

tensor simple. Entonces, un tensor de tipo (k, [) puede expresarse de la siguiente manera
T =T, @ .. & dz".

Los componentes del tensor 7" de tipo (k, [) obedecen la ley de transformacion de tensores

141} 4]

/T ox'™ ox

Tl = Tl | — (3.7)
Vel 1.5V axpl 81'”/1

Adicionalmente, la asignacién de un tensor sobre V), para cada punto p en la variedad M se

denomina un campo tensorial.



3.1.1.4 Métrica

La métrica constituye un instrumento matemadtico que posibilita la definicién de la
distancia al cuadrado en relacién con un desplazamiento infinitesimal. Estos desplazamien-
tos, de naturaleza infinitesimal, se encuentran asociados a vectores que tienen su lugar en
el plano tangente. Los desplazamientos infinitesimales estdn vinculados a vectores que per-
tenecen al plano tangente. Por lo tanto, la métrica debe ser un mapeo lineal de V}, x V,, en
nimeros reales, lo que la convierte en un tensor de categoria (0, 2). Las propiedades que

satisface este tensor son las siguientes:

= Simétrico: La distancia debe ser simétrica, esto quiere decir:

g(,1717v_é) = g(U_éaﬁl)7 1717171 S ‘/;7 (38)

= No degenerada: El valor de la métrica debe ser la misma para cualquier observador,
esto quiere decir

g(U, ) =0 <= v; =0; U,0, €V, (3.9)

En resumen, la métrica representa el producto interno en el espacio tangente en cada punto.
Mediante el uso de una base coordenada, podemos expresar la métrica desglosada en funcién

de sus componentes

g = gudx" ® dx". (3.10)

No obstante, por motivos de practicidad, se utiliza la siguiente expresion

ds® = g, dztdz”. (3.11)
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3.1.2 Curvatura

La diferenciacién en un espacio-tiempo curvo difiere de la derivacion en un espacio-
tiempo plano debido a que los vectores en un punto p y en un punto p + or pertenecen
a espacios tangentes distintos. Por esta razon, es necesario introducir un nuevo operador
matematico que permite conectar vectores en dos espacios vectoriales diferentes. Este nuevo
operador es la derivada covariante, donde la conexién se representa mediante los simbolos
de Christoffel. A continuacion, se presenta la definicion de la derivada covariante para un

tensor contravariante [Landau and Lifshitz (1973)]

I
V,AF = Al = gi + 0 AP, (3.12)
k] xV

donde F’/;‘l, son los simbolos de Christoffel. En la teoria de la relatividad general, se recurre
al formalismo de Levi-Civita, en el cual la geometria exhibe torsiéon nula y cumple con las

siguientes propiedades:

m [a conexidn es simétrica:

re, =12, (3.13)

m [a derivada covariante de la métrica es nula:

— gpyl"za — Gual?, = 0. (3.14)

Esta conexion es de relevante importancia, ya que permite relacionar el formalismo matema-
tico de la geometria riemanniana con la fisica. Esta relacion se establece a través de la forma

de la métrica al considerar esta conexion

o 1 A ag)xp ag)\y 8gpu
Lo = 59/‘ (3x" + oxr Oz ) (3.15)
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Se introduce la ecuacién que describe el movimiento de una particula libre en un espacio-

tiempo curvo, también conocida como ecuacion geodésica

d?a* . da? da?
i 1
dr? Tl dr dr 0, (3.16)

u’Vut =

donde u* = dz* /dT representa un vector tangente a la curva y(7) en la variedad, con 7 como
su parametro afin. Cabe mencionar que la ecuacién geodésica se obtiene al buscar la distan-
cia mds corta entre dos puntos en una geometria riemanniana, como es explicado en [Janssen

(2013)].

Se analiza el traslado continuo de un vector A* a lo largo de un paralelogramo en
un espacio-tiempo curvo, con desplazamientos infinitesimales en las direcciones z* y z".
Especificamente, se calcula la diferencia entre transportar el vector A* primero a lo largo de
dz* y luego a lo largo de dx", y transportarlo primero a lo largo de dx” y luego a lo largo de

dz*. Se tiene entonces

(V,V, -V, V)A =V, V,]A* = R} A’ (3.17)

wvp

donde se ha definido R*uvp como el tensor de Riemann. Como era de esperar, [V, V,] no
es nulo debido a la curvatura del espacio-tiempo, la cual estd representada por el tensor de

Riemann. Este tensor, expresado en términos de los simbolos de Christoffel, es

or or?
A vp up A 1o A 1o
T T T ol = Dol (3.18)

Considerando la siguiente expresion para el tensor de Riemann
Ruvpe = Gun R 0 (3.19)
Se sigue que el tensor de Riemann satisface las siguientes propiedades [Landau and Lifshitz
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(1973)]:

Asimetria frente al intercambio entre los dos primeros o los dos dltimos indices

Rpe = —Ruppe = Ruvop- (3.20)

Simetria respecto al intercambio del bloque formado por los dos primeros indices con

el bloque formado por los ultimos indices

Ryuvpo = Rpouv- (3.21)

» Primera identidad de Bianchi
Rvpe + Rupov + Ruoup = 0. (3.22)

= Segunda identidad de Bianchi
ViaRupe + VoRuox + VeRy, = 0. (3.23)

Contrayendo el primer y segundo indice del tensor de Riemann se define el tensor de Ricci
R, =R, (3.24)

Este tensor, expresado en términos de los simbolos de Christoffel, es

_ aril/ aF/);V

Ry = oxh Oz

+1,1%, —I),17 (3.25)

urvt oA

Al sumarse las componentes correspondientes de los dos indices del tensor de Ricci, se define
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el escalar de Ricci

R=g"R,,. (3.26)

Adicionalmente, la aplicacion de la métrica a la segunda identidad de Bianchi permite obte-

ner un tensor de suma relevancia en la teoria de la relatividad general
979" (VaRyupe + ViRoupe + VuRirpe) = VFG, = 0. (3.27)

Este es el tensor de Einstein, el cual es un tensor simétrico de segundo orden. Cuya definicion
es la siguiente

1
G =Ry — §gw,R. (3.28)

3.1.3 Hiper-Superficies

En una variedad espacio-temporal tridimensional, una hiper-superficie es una subva-
riedad bidimensional que puede ser de tipo-tiempo o tipo-espacio, excluyendo el caso de tipo
nula en el presente trabajo. Denotaremos esta hiper-superficie como X, la cual se define ya

sea imponiendo una restriccion en las coordenadas [Poisson (2004)]

B(z%) = 0, (3.29)

z* = x%(y"), (3.30)

donde y* (a = 1,2) son coordenadas intrinsecas a la hiper-superficie X.
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3.1.3.1 Vector Normal

El vector @ ,, es normal a la hiper-superficie. Por lo tanto, si la hiper-superficie no es
de tipo nula, se puede introducir un vector unitario normal, cual se define de tal manera que

satisface la condicion siguiente

—1 si X es tipo-espacio
n“n, =¢ = (3.31)

+1 si X es tipo-tiempo.

Adicionalmente, se exige que el vector n® esté dirigido en la direccién de aumento de @, es
decir, n*® , > 0. Por lo tanto, el vector unitario cual satisface dichas condiciones se define

de la siguiente manera
P

Ng = —‘guuq)#@“ .

(3.32)

Cabe destacar que esta definicion es valida tanto para hiper-superficies de tipo tiempo como

para hiper-superficies de tipo espacio.

3.1.3.2 Métrica Inducida

Se define una métrica intrinseca en la hiper-superficie >, la cual se obtiene al res-
tringir el elemento de linea a desplazamientos confinados a la hiper-superficie. Dadas las
ecuaciones paramétricas que relacionan la variedad con la subvariedad, se definen los vecto-
res

Ox“

o= T 3.33
= Gy (3.33)
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cuales son tangenciales a las curvas contenidas en X (esto implica que e;n, = 0). Por tanto,

para desplazamientos dentro de Y. se tiene

ds22 = gaﬁd:tadx'g, (3.34)

ox® oxP
2 a b
o5t = (G ) (G )

ds% = hgydy®dy?,

donde se ha definido

Rab = gagelel. (3.35)

Esta es la métrica inducida, o primera forma fundamental de la hiper-superficie. Se establece

relaciones andlogas para la métrica inversa. Se tiene entonces

g = enn® + h“begef ) (3.36)

3.1.3.3 Campos Tensoriales Tangentes

Es posible tener campos tensoriales A%? definidos tinicamente en ¥, los cuales son
puramente tangentes a la hiper-superficie. Estos tensores admiten la siguiente descomposi-
cién

AP = Arbeelel (3.37)

donde e son vectores base definidos en la hiper-superficie Y. De acuerdo con la definicion
(revisar ecuacién 3.37), esto implica que A*%~n, = A*ngz = ... = 0. Se demuestra
que cualquier tensor arbitrario 7% puede proyectarse en la hiper-superficie > de manera
que solo se conserven sus componentes tangenciales. El objeto matematico cual realiza esta
proyeccién es h*? = h*etefb = g*¥ — en®n ademds, hhy.. T es tangencial a la

hiper-superficie.
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3.1.3.4 Derivada Covariante Intrinseca

Es factible relacionar la derivada covariante de A%’ con la derivada covariante de
A cual es compatible con la métrica inducida h,,. Se examina el caso de un campo vec-
torial tangente A“ tal que

AY =A% A%, =0; A, = Aye,. (3.38)

a’

La derivada covariante intrinseca de un vector A, se define como la proyeccién de A,.3 en
la hiper-superficie
Agp = Anpele). (3.39)

Se demuestra que A5, tal como se ha definido, no es mds que la derivada covariante de A,
definida de manera convencional en términos de una conexién I'}. que es compatible con

hap- Dicho esto, considérese la siguiente ecuacién

Aggele) = (Aacl)ge) — Anelgey, (3.40)
Aa;ﬁegebﬁ = Aaﬁ@f - eav;ﬁebﬁAcezv

0A, 0z
Aa;ﬁegeﬂ ; - €Z€aw;ﬁ€ff4€7

"= o oy

Aa;ﬁegeg - Aa,b - FcabAcu
donde
Ceap = €] €arigel. (3.41)

En consecuencia, la expresion para la derivada covariante intrinseca en la hiper-superficie X
es

Aap = Aap — T A,. (3.42)
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La cual tiene la misma forma que la ya conocida derivada covariante. Se demuestra que la

conexion (revisar ecuacion 3.41) se expresa como

1
Fcab - E(hca,b + hcb@ - hab,c)- (343)

3.1.3.5 Tensor de Curvatura Extrinseca

El objeto matemdtico A, = Aa:[geg‘ef corresponde a las componentes tangencia-

les del vector A% e’. Dado esto, se desea determinar la componente normal de este vector.

(67

Por lo tanto, se reescribe el vectorA%, e’ como 9, A" 565 y se descompone la métrica en sus

componentes tangenciales y normales, lo cual resulta en

A%ey = gt A ey, (3.44)
A%el = (en®ny, + RV eC e, ) A 4ol
iB-b 1% a®mp ) .56,

a

A"jﬁebﬁ = 5(nuA‘§Be§)na + RO A, et el Vel
Dado que A* es ortogonal al vector normal n,,, se reescribe la dltima expresion, obteniendo

A%e) = —e(npAle)) + ™™ Ay el (3.45)

a’

A%ge) = A%yet — A" (nygehie) )n®.
Se introduce entonces un nuevo tensor
Koy = ngggelel. (3.46)

A este objeto matematico se le denomina tensor de curvatura extrinseca, o segunda forma
fundamental de la hiper-superficie >.. En términos de este nuevo tensor, la expresion 3.45

toma la siguiente forma

A%ge) = A%es — e A" Kpn®. (3.47)
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Como se puede apreciar, el término A“‘ »Ea corresponde tinicamente a la parte tangencial del
campo vectorial, mientras que —s A% K ,n® representa la componente normal. Se demuestra
ab

que el tensor de curvatura extrinseca es simétrico
Ky = K. (3.48)
Finalmente, se define la traza del tensor de curvatura extrinseca

K = h* K, =n°,. (3.49)

3.1.4 Accion de Einstein-Hilbert

En esta seccion, se utiliza el formalismo del principio variacional para deducir las
ecuaciones de campo gravitatorio de Einstein. Considérese la accién de Einstein-Hilbert,

incluyendo el término de materia en 2 + 1-dimensiones [Janssen (2013)]

1
8[9un] = Suir = (8¢ + 8mr) = %/ d*x/—g (R + L) (3.50)
M

En primer lugar, se realiza la variacién del término de curvatura S con respecto a la métrica,

lo cual resulta en

88 = %/ d*x0(v/—gR). (3.51)
M

Se tiene entonces

6( V _ggm)R;w) = R(S\/ -9 + Vv _gR,uuégwj + Vv _gg“y(SR,uw (352)

donde la variacién del primer termino de esta ecuacion es

1
0V=9 = =5V =99uw09"" (3.53)

19



La variacién del tercer término no es sencilla y se necesita recurrir a la expresion de las

componentes del tensor de Ricci

/ d*r\/—gg" dR,, = ]{ (g"oT,, — g"7ory,,)dS,. (3.54)
M oM

Considerandose estos resultados, la aplicacion del principio variacional al término de curva-
tura de la accion de Einstein-Hilbert resulta en la siguiente expresion

1

08 =
2K

1 1
/ drv/—g R — =guwr ) 09" + — (g"ore , — g"? o )d%,. (3.55)
M 2 2/43 OM ® #

En esta ecuacién se observa un término adicional que, si bien no afecta las ecuaciones del
campo gravitatorio, indica que la accion de Einstein-Hilbert estd incompleta y no satisface

el principio variacional. Es entonces necesario realizar un anélisis detallado de este término

1

1
— ¢ (g7, — g NS, = — ¢ hVgu,mPV—hdy,  (3.56)
2K OM 2 ’

2%
K Joam

donde n” es un vector normal a la hiper-superficie tipo-tiempo X definida a » = constante,
Y Ny = guw — nyuny, es la métrica inducida a esta hiper-superficie. Se observa que el término
adicional es un término de borde. Por lo tanto, es necesario agregar un nuevo término a la

accion, que es el término de Gibbons-Hawking [Poisson (2004)], el cual se define como

1
Seg = — KV —hd?%y, (3.57)
K Jom

donde K es la traza del tensor de curvatura extrinseca de la hiper-superficie >.. La variacién

del término de Gibbons-Hawking es

1
68cy = —— R Gy —hd?y. (3.58)
2K OM
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Consecuentemente, la accién completa estd compuesta por el término de Einstein-Hilbert y

el término de Gibbons-Hawking

1 1
8[9uw) = Spuik + Scu = o / dPa/=g(R+ Ly) + — KV —hd?y, (3.59)
K Jm K Jam

cuya variacién reproduce el tensor de curvatura de Einstein

1 1
08¢ + Sau] = ﬁ/ V=g (RW — EQWR) ogh”. (3.60)
M

Ahora, considerdndose la variacién del término de materia con respecto a la métrica, se

obtiene

1
08y = —= / d*o/—gT,,69" (3.61)
2 M

donde se ha definido el tensor de energia e impulso como

2 5(«/—9;6]\4) . _28£M

T, = — —
Mg g g

Finalmente, considerando la accion de Einstein-Hilbert, el término de Gibbons-Hawking(revisar
ecuacion 3.59), y el término de materia, se reproducen las ecuaciones de campo gravitatorio

de Einstein

1 1
58 — 5(8bulk + SGH) = %/dSI\/ —g (RN/V - §g/ﬂ/R — "{T,uu) 59”” — O’ (363)

1
G =R, — égWR = K1l,,. (3.64)

Es también posible considerar la contribucién de una constante cosmoldgica en la accidn,
lo que modifica las ecuaciones de campo gravitatorio. Para mayor detallo revisar el apéndi-

ce B.1.
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3.1.5 Agujero Negro en 2 + 1-Dimensiones

Se solia pensar que en 2 + 1-dimensiones no existian soluciones de agujeros negros
en los exteriores de una fuente de energia 7, = 0. Esto se debe a que el tensor de Rie-
mann R (R,.,g,,) depende Unicamente del tensor de Ricci R, y de la métrica g,,. Sin
embargo, Bafiados, Teitelboim y Zanelli (BTZ) descubrieron una solucion que describe un
agujero negro en el contexto de una constante cosmoldgica negativa y con rotacion no nula
en 2 + 1-dimensiones [Banados et al. (1992)]. En este trabajo, se considera la contribucién

de una constante cosmoldgica negativa y un agujero negro sin rotacion. La accidn para un

agujero negro estético con constante cosmolégica A = — L2, es entonces

1 ) 2 1
S[Quu] = Spuik + Scm = %/ d‘SOE\/ —g (R + —) + — Kv—hd*z. (3.65)
M

2
L R Jom

Al aplicar el principio variacional respecto a la métrica, se obtienen las siguientes ecuaciones
de campo gravitatorio
1 1

R, — §g“VR — ﬁgw =0. (3.66)

Resolviendo estas ecuaciones, la métrica para el agujero negro en 2 + 1-dimensiones es

2 2\ 1
ds* = — (—8MGN + %) dt* + (—8MGN + %) dr? + r’dy?, (3.67)

donde M es la masa del agujero negro y L es el radio de curvatura de anti-de Sitter (AdS). A
partir de la componente temporal de la métrica, es posible determinar el radio del horizonte

de eventos del agujero negro en 2 + 1-dimensiones

gu(rn) =0 =1, = L\/8MGy. (3.68)
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3.2 Termodinamica de Agujeros Negros

Los agujeros negros en un espacio-tiempo AdS desempeiian un papel crucial en la
comprension de la termodindmica de las teorias de campos cudnticos holograficas, seguin
la dualidad AdS/CFT [Maldacena (1998); Natsuume (2014)]. Esta formulacién se logra

mediante la equivalencia de las funciones de particion de ambas teorias

Zaas(¢0,i) = Zorr(go,)- (3.69)

En particular, la termodindmica de los agujeros negros estd relacionada con los estados
termodindmicos de los campos cudnticos en el borde de la teoria. Esto ofrece una herra-
mienta poderosa en fisica tedrica, ya que calcular los estados termodindmicos de los cam-
pos cudnticos en el horizonte de los agujeros negros es complejo. El principio holografico
permite simplificar estos cdlculos mediante el uso de propiedades geométricas del espacio-

tiempo [’t Hooft (2001)].

3.2.1 Energia libre de Helmholtz y Rotacion Wick

En teoria cudntica de campos, la rotacion de Wick, definida como t — —it g establece
una conexion entre la teorfa cudntica y la teoria estadistica, lo que permite estudiar los estados
termodindmicos de los campos cudnticos [Zee (2010); Schlingemann (1999)]. Esta rotacion

modifica la métrica del espacio-tiempo hacia una métrica euclidiana

ds® = —dt* + da® + dy® + dz* = dsj, = dt}, + da® + dy® + dz°. (3.70)

Los célculos realizados con esta métrica euclidiana se denominan “cédlculos en la seccién
euclidiana". Debido a la dualidad AdS/CF'T, la rotacion de Wick en la métrica del espacio-
tiempo permite estudiar la termodindmica de la teoria gravitacional dual [York (1986)]. La

energia libre de Helmholtz para la teoria gravitacional puede obtenerse calculando la accion
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on-shell en la seccién euclidiana mediante la siguiente relacion
8§ = —8%; F = p718E: B = j{th, (3.71)

donde [ es la integral cerrada en el tiempo euclidiano. Al calculo de la accién on-shell en
la seccion euclidiana se denomina como accién euclidiana .Como se muestra mas adelante,
el tiempo en la seccioén euclidiana es periddico y estd relacionado con la temperatura del

agujero negro.

3.2.2 Espacio-Tiempo Rindler

En espacios-tiempos curvos, el principio de equivalencia establece que el espacio-
tiempo es localmente plano, es decir, localmente no es posible distinguir entre la aceleracion
debida a la gravedad y debida a una fuerza externa. Considerdndose observadores no inercia-
les en el espacio-tiempo de Minkowski, lo cual se logra mediante la siguiente transformacion

de coordenadas [Misner et al. (1973)]

t = psinh (at); = pcosh (aT), (3.72)
la cual modifica la métrica de la siguiente manera

ds* = —a’p*dr?* + dp* + dy* + d2?, (3.73)

donde a* = a,a* representa la magnitud de la aceleracion, que varfa en el rango de 0 < a <
00, y T es la nueva coordenada temporal con un dominio de —oo < 7 < 0. Estos son los
observadores de Rindler, que tienen acceso limitado al espacio-tiempo de Minkowski, ya que
el resto del espacio-tiempo les resulta inaccesible localmente debido al horizonte de Rindler.

Es importante destacar que si un observador no inercial cesa su aceleracion, el horizonte de

Rindler desaparece [Quispe (2019)].
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El espacio-tiempo de Rindler, al ser analizado en la seccion euclidiana, donde se
realiza la transformacion temporal ¢ — —itp, revela una singularidad cénica en p = 0.
Esta singularidad se puede evitar al introducir una periodicidad especifica, caracterizada por
B = 27” La mencionada periodicidad estd directamente relacionada con la temperatura medi-
da por los observadores de Rindler, siendo expresada como 7" = (3 -1 = % En consecuencia,
de acuerdo con el principio de equivalencia, un observador que se encuentre en las inmedia-
ciones de un agujero negro medird una temperatura local. Este concepto se emplea como
base en el trabajo de [Astefanesei et al. (2010)], donde los autores desarrollan un método

generalizado que permite calcular la temperatura de agujeros negros estacionarios.

3.2.3 Temperatura de Agujeros Negros Estacionarios

Hawking demostré que los agujeros negros poseen propiedades termodindmicas, em-
pleando cdlculos intrincados en las teorias de campos cudnticos que existen en la frontera de
un agujero negro [Hawking (1975, 1976)]. No obstante, a través del principio holografi-
co, se simplifica en gran medida los cdlculos requeridos para determinar estas magnitudes
termodindmicas. Como se menciond previamente, la rotacion de Wick permite calcular la
energia libre de Helmholtz de un agujero negro y, por lo tanto, deducir sus propiedades ter-
modindmicas. En el presente caso, considerdndose la métrica de un agujero negro estatico
en coordenadas radiales en la seccion euclidiana, donde se ha realizado la transformacion
temporal t — —itp

ds®> = N(r)dt3, + H(r)dr?* + r*dp*. (3.74)

Al realizar la transformacién p = /N, se nota la presencia de una singularidad cénica
en p = 0 en el sector (g, r) de la métrica. Para evitar esta singularidad, se requiere que
la coordenada temporal sea periddica, es decir, que tome la forma tgp € (0,27) [Quispe

(2019)]. Reordenando los términos en esta métrica, se obtiene la siguiente expresién que
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permite identificar el periodo de la coordenada temporal

4N [ 4, (N)?

AN
B0E p ING, dty + dp®| = grr—s [pQw%dt% + dpﬂ . (3.75)

(N')?

d32 = Grr

De esta manera, se puede relacionar este periodo de la coordenada temporal con la tempera-

tura del agujero negro

2 1 N’
T T =

T=p WE 5 An/Nge|,,

(3.76)

Usando esta ecuacion, se calcula la temperatura para el agujero negro en 2 4 1-dimensiones

presentado anteriormente (revisar seccién 3.1.5)

(3.77)

3.3 Agujeros Negros con Pelo

Hawking y Bekenstein demostraron que la entropia de un agujero negro es propor-
cional a su drea superficial, como lo establece el teorema del drea para agujeros negros [Be-

kenstein (1972); Hawking (1971, 1974)]. Dado esto, la entropia para un agujero negro es

A
= 3.78
Sus Gu (3.78)

Por lo tanto, la entropia de Hawking-Bekenstein para un agujero negro en 2 + 1-dimensiones

es
TTh
2G N’

A:27T’I“h iSHB = (379)

Sin embargo, si se considera tinicamente este término como la entropia total del sistema, se
produce una violacion a la segunda ley de la termodindmica debido al fenémeno de evapora-

cién de agujeros negros [Hawking (1974)]. Dando como resultado una disminucién del area
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90°

270°

Figura 3.1: Representacion grafica de un agujero negro acoplado a un campo escalar. Es im-
portante destacar que esta ilustracion es puramente representativa y no se basa rigurosamente
en los fundamentos matemaéticos de un agujero negro con pelo.

superficial del agujero negro, lo cual implica una variacién negativa de entropia

B T
- 2GN

0S orp;  orp < 0= 08 < 0. (3.80)

Por otro lado, es posible acoplar un campo escalar a un agujero negro, y este acoplamiento
es minimo, es decir, estd acoplado dnicamente a la métrica, en cumplimiento del princi-
pio de acoplo minimo [Janssen (2013)]. Como resultado, al calcular la entropia total, se
deben considerar las contribuciones del campo escalar. En este contexto, el campo esca-
lar se convierte en un portador de informacién. Sin embargo, de adentrarse en el estudio
de la entropia de un agujero negro acoplado a un campo escalar, que se conoce como un
“agujero negro con pelo”, es necesario establecer una descripcion tedrica satisfactoria de di-
cho sistema. Este objetivo inspird el desarrollo de la investigacion [Desa et al. (2022)], y
este trabajo pone énfasis en la necesidad del contratermino escalar para la teoria. Acoplar
un campo escalar a un agujero negro no es un proceso trivial. El primer obstidculo que debe
ser superado es eludir el conocido teorema de “no-pelo", que establece que no es necesario

acoplar un campo escalar a un agujero negro. No obstante, es posible sortear esta restriccion.
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En la siguiente seccion, se presentara los teoremas de no-pelo para agujeros negros. Y se
expondra las condiciones que la teoria debe satisfacer en fin de evitar estos teoremas, con el

fin de obtener soluciones de agujeros negros con pelo.

3.3.1 Teorema de No-Pelo

Originalmente, el teorema de “no-pelo” fue propuesto por Bekenstein [Bekenstein

(1973)], el cual, en resumen, establece que

= No se encuentran soluciones regulares de agujeros negros con simetria esférica y com-

portamiento asintdtico plano que estén acopladas minimamente a un campo escalar

9V (¢)

con potenciales convexos (minimo):

Este teorema ha sido extendido para abarcar campos escalares no acoplados minimamente
y para potenciales positivos de manera arbitraria [Heusler (1992)]. Adicionalmente, en la
literatura mas moderna, se han obtenido estos teoremas para agujeros negros asintoticamente

AdS [Sudarsky and Gonzalez (2003); Hertog (2006)]:

= No existen soluciones de agujeros negros con campo escalar asintéticamente AdS

02V (¢)
992

cuyo potencial tienda asintoticamente a un minimo (negativo) del potencial: >

0.

Para evadir estos teoremas de no-pelo, es necesario establecer ciertas condiciones en el com-
portamiento del potencial del campo escalar en la teoria. Considerando la accion gravitatoria

acoplada minimamente a un campo escalar en 2 + 1-dimensiones

Sl ol = o [ dov=g|r- 2 —ve). (3.81)

2K 2
El principio variacional reproduce la ecuacion de Klein-Gordon para el campo escalar

v
Oy (V=99"0,0) — . (3.82)

\/_ 99
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Con el fin de eludir el teorema de no-pelo, el potencial escalar debe satisfacer las siguientes
condiciones, las cuales exigen tal que que exista la estabilidad del vacio AdS en la regién

asintética ¢(r — oo) — 0

V() = 0; V(0) < 0;

—7 <o (3.83)
¢ |4 L P

3.3.2 Accién y Ecuaciones de Campo

En el presente trabajo, se estd interesado en la accién modificada de la teoria de
la gravitaciéon de Einstein-Hilbert en 2 + 1-dimensiones con un campo escalar acoplado

minimamente

2
Slgwno] = 5 | Pov=g RO V)| 4 san +8a4 8. G39

donde V' (¢) es el potencial escalar, el término Sy corresponde al término de Gibbons-
Hawking, el término S.; corresponde al contratermino geométrico y el ultimo término S
corresponde al contratermino escalar en el que se esta interesado. Aplicando el principio
variacional con respecto a la métrica, se obtiene las ecuaciones de campo gravitatorio de
Einstein

1
G =R, — EgWR =Tw=>FE,=G,—"T,=0, (3.85)

donde G, es el tensor de curvatura de Einstein, 7}, es el tensor de energia e impulso, y £,
es un tensor que facilita obtener las ecuaciones de diferenciales para la teoria. La expresion

del tensor de energia e impulso es la siguiente

2
T#z/ - %augbau - % {@ + V(gb)} . (3.86)
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Figura 3.2: En el presente grafico se muestra el comportamiento de la funcién métrica para
cada una de las ramas en funcion de la coordenada z. Es importante destacar el comporta-
miento de la funcién métrica cuando x se aproxima a x — 1, evidenciando el borde de la
teoria en el sistema coordenado .

Aplicando el principio variacional con respecto al campo escalar, se obtiene la ecuacién de

Klein-Gordon en espacios tiempos curvos para el campo

v
O (V—99"0,0) — 36 =" (3.87)

i

3.3.3 Solucién Asintéticamente Anti-de Sitter (AdS)

Dado el objetivo de hallar las soluciones exactas a las ecuaciones (revisar ecua-
cién 3.85), se utiliza una version diferente de la métrica que también es estdtica y radialmente
simétrica. La coordenada “radial” de esta métrica es la nueva coordenada abstracta x, la cual
es adimensional. Es importante notar que esta coordenada tiene dos “ramas”: una rama ne-
gativa x € (0,1) y una rama positiva € (1, 00). Ambas ramas tienen sus singularidades en
x — 0y z — oo, respectivamente. Por otro lado, el borde de la teoria para ambas ramas esta

establecido en x = 1 (revisar figura 3.2). La métrica en coordenadas x es la siguiente

2 2
ds® = Q(z) | —f(z)dt* + "fg) +dp?| . (3.88)
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Usando esta métrica en las ecuaciones de campo (revisar ecuaciones 3.85), se obtienen las

siguientes ecuaciones para la funcién métrica, el campo y el potencial escalares

3072 — 200"
xr 2
Ett — E:s =0 = (Qb,) = T, (389)
E'-Ef=0 = (Q°f) =0,
1
E'+E?=0 V=——o 20O+ 2f"0% — FO? + 300/ '] .
¢ T ® = 47]29(35)3[ f + f f + f}

Es posible integrar estas ecuaciones diferenciales y obtener las expresiones para la funcién

métrica f(x), el campo escalar ¢(z) y el potencial escalar V' (¢), considerando el factor

conforme 2(x), cual ha sido construido y estudiado en [Anabal6n and Astefanesei (2013)]
1/2113'1171

Qz) = T vl (3.90)

donde 7 es una constante de integracion relacionada con la masa del agujero negro con pelo
y v es el pardmetro de pelo que define la intensidad del campo escalar. Adicionalmente, este
factor conforme diverge en 2(x — 1) — oo. Integrando la segunda ecuacion se halla la

expresion de la funciéon métrica

2c1m x5 z°7
1
— . 3- 1
f(x) > <3 53 V>+CQ (3.91)

Con tal de determinar las constantes de integracion c; y co, y sabiéndose que la métrica en el
borde x = 1 debe coincidir con la métrica del espacio-tiempo Ad.S,, se impone la siguiente

condicion de borde

y ) | mida? 2 2 e 2o . 1
1m1£r11 Qz) |—f(x)dt® + @) +dp®| = —ﬁdt +ridy® = }Elirll flz) = T (3.92)
Esto permite fijar una de las dos constantes de integracion
) v2co +4eim — 9co 1 1 4eim
glvl—>rqf($)_ 20 _ﬁ:>62_ﬁ_1/2—9. (3.93)
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Con lo cual, la funcién métrica toma la siguiente expresion

1 27 [ 2v 1 3ty 1 3y

f(z) = I3 mll e <3+y>x r T |. (3.94)

Para determinar el valor de la constante restante ¢, es necesario conocer la forma del poten-

cial V' (¢). Reemplazando f(z) y ©2(z) en la tercera ecuacion, se obtiene

3 1 40177 _ V222 1% 2022 V., _ V2?22
V) = (5~ e ) 10+ 5 - - e
2022
4 . N V2v2 -2
—2(1—V2)]+%[(1—V)x (L) T (3.95)

Como se ha indicado, la constante 7) estd asociada con la masa del agujero negro con pelo;
por lo tanto, 7 no deberia tener presencia en el potencial V' (¢). Esto nos permite fijar el valor

de la constante c¢;, de manera que tenemos

«

—%, (3.96)

C1 =

donde « es una constante de la teoria. Considerando esto, la expresion final de la funcién

métrica es la siguiente

1 (6] 2v 1 3+v 1 3—v
= 4= _ = z | . 3.97
/(@) L2+2V v2—9 (3+1/)x +(3—1/)x (397)

Finalmente, al integrar la primera ecuacién, siendo ya conocido €2(z), se obtiene la siguiente

expresion para el campo escalar

¢(x) =0 Inx +d; = \/75\/ﬂ —1. (3.98)
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Considerando que el campo escalar debe ser nulo en el fall-off de la teoria ¢(x = 1) = 0, se
determina el valor de la constante d; de la siguiente forma

lfim ¢(z) = dy = d; = 0. (3.99)

rz—1

Por lo tanto, la expresion final del campo escalar es

¢(z) = 'Inw. (3.100)

Conocida la expresion de la funcién métrica f(z), se estudian las condiciones para la exis-
tencia del horizonte de sucesos f(z;) = 0, la cual estd establecida por la correcta fijacién
de los parametros de la teoria o y . Adicionalmente, dichas condiciones estin relacionadas
con las exigidas para eludir el teorema de no-pelo para el potencial escalar de la teoria V' (¢).
A continuacion, se estudiardn las condiciones de existencia del horizonte para cada rama de

la teoria.

Rama Negativa

De acuerdo a la ecuacién 3.100 el campo escalar en la regiéon 0 < z < 1 o rama

negativa, es negativo ¢ < 0:

= Para: v > 3 con x — 0 la existencia del horizonte f(z;) = 0 esta asegurada por

f(x) <0
lim f(z) ol w0 412 s (3.101)
1m ~N ———— . .
a0 2u(v — 3)95 “

» Para: 1 < v < 3conx — 0 laexistencia del horizonte f(x)) = 0 esta asegurada por

fz) <0

1 a

lim f(z) ~ = —

z—0 Lz 9 —2

<0 = 0<9-—1%<al? (3.102)
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Rama Positiva

Por otro lado, en la region 1 < z < 0o o rama positiva, el campo escalar es positivo

¢ >0:
» Paraelcasol < v < 3yvr > 3conz — oo laexistencia del horizonte f(x),) = 0 esta
asegurada por f(z) <0

, s 2
xlgg} f(z) 2y<3+y)x <0 = alL*>0. (3.103)

Teniendo en cuenta las restricciones obtenidas aqui para «, es posible visualizar la existen-

cia del horizonte de sucesos (revisar figura 3.3). Para tales figuras se ha utilizado g (z) =

Q) f(2) y r(z) = /Qx).

1.0
0.5 1
_ 9
MGn ¢ 0
—0.5 A
_10 T T T T _1.0 T T
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3
L r- L
MGN MGN

Figura 3.3: En ambas figuras se muestra la existencia del horizonte de sucesos para el agujero
negro con pelo. La figura de la izquierda corresponde a la rama positiva y la figura de la
derecha a la rama negativa. Para ambos casos se ha fijado el valor de aL? = 9.
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3.3.4 Potencial Escalar On-Shell

En la presente seccidn, se estudia el potencial escalar en el caso on-shell, es decir, se
halla la expresion del potencial escalar utilizando las soluciones de las ecuaciones de campo.
Retomando el célculo realizado en (revisar seccion 3.3.3), es importante notar que la forma
adecuada del potencial escalar es V' (¢) en lugar de V' (z). Esto dado que V' (¢) es el potencial
del campo escalar. Utilizando la expresién de ¢, se reescribe el potencial V' (¢) en términos

del campo escalar ¢

V(g) =

_3exp(—=9¢f) (1 L
42 L2 1v2-9

) [(1 +v)(1+ %) exp (plv) +

(1= )1 = 3) exp(—otv) —2(1 = 1)

- % {(1 — V) exp (%) — (1+v)exp (—%)] . (3.104)

La auto-interaccién en el potencial escalar es responsable de mantener al campo escalar
fuera del horizonte de sucesos. Dado que el campo escalar es nulo en el borde de la teoria, se
deduce su masa conforme asociada. Considerdndose la serie de Maclaurin para el potencial

escalar en el borde de la teoria, donde ¢ — 0

2 1 B -1
V)] 3.106
m_T&¢ZO_—ﬁ' (3.106)

Se nota que el potencial escalar presenta un minimo en el horizonte de sucesos y un maximo

en el borde de la teoria, lo que garantiza la estabilidad del campo escalar

dv 1, Ber-1) , , %
G- R T v o) = ) 0, (3.107)
2V 1 BE-1) , 2V
WD 9T = o5 . 0. (3.108)
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De acuerdo con las condiciones establecidas en (revisar seccién 3.3.3), el potencial escalar
descrito aqui logra evadir el teorema de no-pelo. Se observa graficamente el comportamiento

del potencial escalar y cémo evade el teorema de no-pelo en (revisar figura 3.4).

— 1l<v<3 — 1l<v<3

—10 A —10 1

2 > |
Vig)L -20 - V(o)L -201
—301 -30 1 E

—40 4 —40

0

Figura 3.4: Esta figura ilustra cémo la solucion presente evade el teorema de no-pelo anali-
zando el comportamiento del potencial escalar. Se ha fijado el valor de aL> = 9, cual verifica
las condiciones establecidas en (revisar seccién 3.3.3).

3.3.5 El Limite de No-Pelo

Se refiere al limite de no-pelo como el proceso de eliminar las contribuciones del
campo escalar a las soluciones de un agujero negro con pelo. En el presente caso, el limite
de no-pelo reproduce la solucién estiatica BTZ (revisar seccion 3.1.5). Este limite estd bien
definido en v = 1, donde el campo escalar se anula ¢ = 0y el potencial escalar se reduce
a la constante cosmoldgica V' = —2L~2 La el factor conforme y la funcién métrica en el
limite de no-pelo se reducen a la siguiente expresion para cualquiera de las dos ramas, ya sea

positiva o negativa

132
Qm:—i—;f@:%—%%ﬂ< (3.109)



Sea la siguiente transformacién de coordenadas
x=1+1/nr (3.110)

Se obtiene que el factor conforme y la funcién métrica toman la siguiente expresion

1 Q

Qz) = r?; f(r) = IR (3.111)

A partir de lo cual, es factible definir la constante ;4 que guarda relaciéon con la masa del

agujero negro, y la funcién métrica se simplifica a la solucién estatica BTZ

r? o

—gu = U2) f(2)|[o=121/r = —p + 77 = — (3.112)

donde = 8 M Gy es un parametro auxiliar que permite reescribir la masa del agujero negro
con pelo y su contribucion en la soluciéon. Este resultado demuestra que la teoria investigada

en este trabajo es coherente en el limite sin pelo

3.3.6 Condiciones Asintoéticas de Borde

La relacion entre los sistemas de coordenadas x y r (revisa ecuacion 3.110) es valida
solo en el caso del limite de no-pelo. Por tanto, es necesaria una ecuacién que permita rela-
cionar ambos sistemas de coordenadas para cualquier valor de v > 1. Dicha transformacién

de coordenadas ha sido encontrada en [Desa et al. (2022)], y es la siguiente

1 V2 —1 2 —1
=1+ — O@r—> 3.113
v nr + 24n3r3 + 24nrt +0(r™), ( )

donde la eleccion de los signos corresponde a la eleccién de la rama, con (+ — +) corres-

pondiendo a la rama positiva y (— + +) a la rama negativa.
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El fall-off del campo escalar en el sistema de coordenadas r para ambas ramas, para

agujeros negros con pelo en general, muestran que se tiene condiciones de borde de Neumann

Zl +02121(r)
rA+ rA-

o(r) = +O(r ). (3.114)

Considerando la transformacion de coordenadas y analizando la serie de expansion en el

borde de la teoria, se obtiene el siguiente comportamiento para el campo escalar
1/nt
é(r) = ;4 + O, (3.115)

Esto demuestra que la presente solucién cumple con las condiciones de frontera de Neu-

mann [Cheng and Cheng (2005)]

B(r) = Fo ot O(r2), (3.116)
1

<0 = 0p=——, oy =0, (3.117)
nt
1

>0 = oy =—, oy = 0. (3.118)
n¢

El comportamiento asintético del campo escalar en la teoria muestra que el campo escalar

1

tiene solamente un término de la forma r~", sin términos logaritmicos

P(r) = % +0(r?). (3.119)

En 2 4 1-dimensiones, el limite inferior y superior de Breitenlohner-Freedman [Brei-
tenlohner and Freedman (1982); Henneaux et al. (2007)] estdn definidos como —1 < m?L? <
0. En la presente solucion, la masa conforme satura el limite inferior m?L? = —1 (como lo
muestra la ecuacién 3.106). Por lo tanto, los términos relevantes para el comportamiento

asintdtico del campo escalar se fijan de la forma A, = A_ = 1.
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Finalmente, es de interés conocer la expresion de la métrica después de aplicar la
transformacion de coordenadas definida en (revisar ecuacion 3.113) y analizar su comporta-
miento asintético en el borde de la teoria. Se podria pensar que se recupera la métrica de la
solucién BTZ, como en el limite de no-pelo. Sin embargo, se encuentra que el campo escalar
tiene una contribucion en la componente radial de la métrica. Los términos relevantes en el
fall-off de la métrica se obtienen a partir de las simetrias asintoticas, Legurv = O(hy,), y
teniendo en consideracion la métrica AdSs. Se ha demostrado en [Anabalon et al. (2016);
Henneaux et al. (2007); Brown and Henneaux (1986)] que los términos relevantes de £, en

2 + 1-dimensiones son los siguientes

hy = O(1); B = O(r™%). (3.120)

El primer resultado relevante es h;; = O(1), lo que indica que en el limite asintdtico, la
componente temporal de la métrica es una constante. El segundo resultado relevante es h,., =
O(r~*), lo que significa que solo los términos hasta de cuarto orden son relevantes para el
comportamiento asintdtico de la componente radial de la métrica. Estos términos para cada
una de las ramas de la teoria, después de aplicar la transformacion de coordenadas (cuyo

origen se analizard detenidamente en la seccidn siguiente), son los siguientes

7,2

—g1t = Q@) f(2)[amar) = =1+ —5 + O(r7?); =3, (3.121)
L 8n
Lz A o2 .
Grr = ﬁ - F <—M + m) + O(T ), (3.122)
Gop =12+ O(r™), (3.123)

donde o; ha sido definido en (revisar ecuacién 3.100), y es la contribucién del campo
escalar en el fall-off de la componente radial de la métrica, cual se denomina como el
“back-reaction” del campo escalar [Hack (2010)]. Esta contribucién podria obstaculizar el
desarrollo tedrico actual; sin embargo, el contratermino escalar, que constituye el objetivo de

la presente tesis, resuelve este inconveniente.
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3.3.7 Relaciones de Transformacion Entre el Sistema de Coordenadas  y el Sistema de

Coordenadas

En la seccion anterior se exhibi6 el comportamiento asintético de las componentes de
la métrica. En la presente seccion se abordard el origen de dichas expresiones matematicas.

Considérese la métrica en r-coordenadas de la forma

ds® = —N(r)dt* + H(r)dr* + S(r)dp*. (3.124)

Al ser establecida una relacion entre las componentes del tensor métrico de esta métrica y la
métrica en x-coordenadas, es factible obtener las tres relaciones cuales describen el cambio

de sistema de coordenadas. Dichas relaciones son las siguientes

452 pong = 457 _oporg = Q) f(2) = N(r); Q) = S(r);  da —
(3.125)

Estas expresiones han posibilitado la determinacion de gy y g, €n r-coordenadas, como se
present6 en la seccion anterior. Por otra parte, para obtener la expresién de g,. o H(r), es
imperativo examinar las ecuaciones de campo de Einstein en r-coordenadas. A partir de las

cuales, en r-coordenadas, se obtiene

1 S (NH)
t_ T‘: /2:_ /_ 1 >
Ef =B =0 = %= 59 =285+ 557 (3.126)
A/ Q3
EJ—E“":O = i S i E =0,
® dr |/ NHdr \' S

1 d S AN
BliE?P=0 = V—=_ /=5
e Ty = \/—SNHdr< NH dr)

La primera de estas ecuaciones proporciona la capacidad de determinar la componente radial

de la métrica H(r), dado que las expresiones para N(r) y S(r) son conocidas. Al aplicar
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estas expresiones en dicha ecuacion, se obtiene la siguiente ecuacion diferencial para H ()

2 /
oi  H'(r) 2r
— — — =0. 3.127
r3  H(r) —plL?47r? ( )

La solucidn a esta ecuacion diferencial se presenta de la siguiente manera

2 2 4 21 2 L2
H(r) = L exp |~ 22t AT In(m = pl) | (3.128)
472
Cuyo comportamiento asintético en el borde de la teoria es el siguiente
L? L* o2 _
H(r)= T—Q—ﬁ<—/~b+2—£2> +0(r™). (3.129)

De este modo, se obtiene la expresion de g, que ha sido ya mostrada en la seccidn prece-

dente.

3.4 Hipétesis

= Existe un contratermino escalar cuya expresion algebraica completa la accion del sis-
tema fisico. Este contratermino verifica el principio variacional, preserva la simetria

conforme y la primera ley de la termodindmica.

3.4.1 Identificacion de Variables

El contratermino escalar es una variable cuantitativa, dependiente. Se expresa numé-
ricamente y se manipula para regularizar la accién en el modelo tedrico. Su valor depende
del campo escalar, por tanto del pardmetro de pelo . Ademads, es una variable de razén, ya

que tiene un valor numérico con un cero absoluto y unidades fisicas definidas.

Ss[¢] (3.130)
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Capitulo 4

METODOLOGIA

4.1 Diseiio y Nivel de Investigacion

La presente investigacion se clasifica como fundamental, ya que su objetivo principal
es ampliar el conocimiento tedrico sin una aplicacion practica inmediata. Es de nivel tedrico
y cuantitativo. Ademads, se considera pre-experimental, dado que los resultados obtenidos
podrian ser utilizados en el futuro para disefos experimentales relacionados con la observa-

cién de agujeros negros con pelo.

Siguiendo el marco de Mario Bunge Bunge (2013), el disefio se fundamenta en un
enfoque 16gico y sistémico, garantizando coherencia interna entre los postulados teéricos y
los desarrollos matemadticos. Esto incluye la formulacién de hipétesis verificables a través

del rigor 16gico-matematico.

4.2 Unidad de Analisis

La presente investigacion se centra en analizar el contratermino escalar como una
variable clave para garantizar la completitud de la accion de un agujero negro con pelo. Asi-

mismo, examina su papel en la preservacion de la consistencia de la teorfa.
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El sistema fisico considerado es un agujero negro con pelo en 2 + 1 dimensiones,
acoplado minimamente a un campo escalar en un espacio-tiempo asintéticamente AdS. El
contratermino escalar se evalda cuantitativamente para determinar su impacto en las magni-

tudes fisicas y, en consecuencia, en el desarrollo tedrico.

4.3 Método de Validacion de la Hipotesis

La validacién de la hipdtesis se realiza mediante un desarrollo tedrico basado en la
deduccion, partiendo del principio variacional para obtener y validar la existencia del contra-
termino escalar. Posteriormente, se verifica la preservacion de los principios fisicos a través
de la accién completa, empleando técnicas analiticas fundamentadas en formalismos teori-
cos, especificamente el formalismo de Brown-York y el formalismo de la accién euclidiana.

Este enfoque garantiza una evaluacién rigurosa de la validez de la hipétesis.

4.4 Técnicas de Validacion de la Hipotesis

En esta seccion se detallan las técnicas empleadas para la validacion de la hipétesis,

siguiendo la metodologia previamente presentada.

4.4.1 Verificacion del Principio Variacional

Primero, la validacion del principio variacional permite identificar si la teoria estd
completa. Aunque los términos de borde adicionales en la accidon no afectan las ecuaciones
de campo, tienen un impacto relevante en el clculo de la accion euclidiana. Este principio es
una herramienta directa para identificar la expresion contratermino escalar. A continuacion,

procede a realizar los pasos para verificar el principio variacional, considerando la accién

(09)
2

Slg. 0] = 5 [ d'av= [R -

—V(gb)] +l/ BPr KV —h+ 84+ 84. (4.1)
2K K Jom
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Si se define la densidad lagrangiana para expresar la contribucién del campo escalar como

entonces, la accién de la teoria se puede reescribir como

2K K

1 1
8| Gu, ¢ = —/Md?’w\/—g [R+ L] + —/W BPrK—h+84+8y.  (4.3)

Como es ya sabido, aplicar el principio variacional respecto a la métrica genera las ecuacio-

nes de campo de Einstein. Para detallar este procedimiento, se considera la variacion

1 3 1, 08 S
= —_— _—— v —_— T HY. = N =
58[guua¢] 9 //Vld xz |:R/u/ 29 R /u/:| 59 ) (59‘“’ 07 (59“” 07
(4.4)
donde se define el tensor de energia e impulso como
0Ly | 1 1 Guv [ (80)°
T, =— —LyGuw = = ¢ — | . 4.
== G+ 3nia = 50000 - % [ B v @5)

Dado que los términos adicionales de borde no tienen contribuciones alguna. Por tanto, se
puede afirmar que al variar la accion solamente respecto a la métrica se preserva el principio
variacional. Las ecuaciones de campo gravitacional de Einstein se expresan como

1
G = Ry — Qg‘“’R =Ty. (4.6)

Ahora examinando la variacioén de la accidn con respecto al campo escalar se tiene lo si-

guiente

18,
00

58]y, ] = i/Md% P(\/__QEM)&H 0(V=9Lu) ; 5p.  (4.7)
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Aplicando la integracion por partes en el segundo término se obtiene

L [0WTEE) 0/l
i 01 = g [t [P0 o, 5(0,0) Jso

1 s. 5 |9 (V=9Lum) 08

El primer término de esta variacidn corresponde a las ecuaciones de Euler-Lagrange para
una densidad lagrangiana dada. Sea la densidad lagrangiana definida en la ecuacién 4.2, se

reproduce la ecuacion de Klein-Gordon para el campo escalar

IW_oku) _ 5 OWI80) _ o (/=gg0,0) Vg2 0. @9)

a6 " 0(0.0) a6~

Dado que el campo escalar satisface la ecuacion de Klein-Gordon, el primer término de esta
variacion se anula. Por lo tanto, se obtiene el siguiente termino remanente y la variacién del

contratermino escalar

68[Gyus @] = i /Md%au [%54 1

18,

5 50, (4.10)

que al exigir la preservacion del principio variacional, se hallara la variacién del contrater-

mino escalar 8,. Por lo tanto, se define la siguiente expresién

_ 08, 1 [ 3 9 (V=9Lm)
089w, 9 = 0= 5¢5¢7 2/@/Md 958#[ 90,0) (5¢]. 4.11)

Aplicando el teorema de la divergencia a esta dltima expresion, se obtiene

_ 2, |9 (V=hLu)

donde n,, es un vector normal a la hiper-superficie tipo-tiempo X, definida a r = constante,
y vV —h es la determinante de la métrica inducida a dicha hiper-superficie. Al utilizar la

definicion (revisar ecuacion 4.2), la variacion del contratermino escalar adopta la siguiente
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forma

o5 — L [ uy=
@M =5 /8 y d*x/—hn' 0,066, (4.13)

4.4.2 Expresion Algebraica del Contratermino Escalar

Se ha mostrado en el capitulo anterior que la variacion del contratermino escalar tiene

la siguiente forma

68y = L d*zv/ —hn'0,¢5¢. (4.14)
26 Jom

Es necesario conocer su expresion no variada. Para este propdsito, es necesario conocer el

fall-off de la métrica. Sea entonces, la métrica en r-coordenadas
Guda’dz” = —N(r)dt* + H(r)dr® + S(r)dy?, (4.15)

Cuyo fall-off de las componentes de esta métrica ya es conocido (revisar seccion 3.3.6)

r _ (6]
N(r)=—p+5+007%),  p= 87 (4.16)
> Lt o? _
H) = 5 = o (e ) +06) @17)
S(r)y=r*+0(r2). (4.18)

El vector normal a la hiper-superficie tipo-tiempo 2., definida a r = constante, tiene la

siguiente forma

n, = VHS, (4.19)

Sea ademds la métrica inducida a la hiper-superficie X

M = G — nymy, = ds* = —N(r)dt* + S(r)de”. (4.20)
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Considerando el fall-off del campo escalar estudiado en (revisar seccién 3.3.6). La variacion

del campo escalar es de la siguiente forma

)
o(r) = L = 69 = L, (4.21)
r r
Teniendo en cuenta estos resultados, el fall-off de la variacién del contratermino escalar es

de la siguiente forma

o 2 e - _ = 2
584 = aMd 70 “Hoon 2}_@ d:c(L2)601+(’)( %) (4.22)

Esta misma expresion se obtiene también a partir de la variacion de una nueva definicién que
se da al contratermino escalar. Se propone entonces, que la forma simple del contratermino

escalar es la siguiente

S ——1/ >z —h Kl (4.23)
¢ K OM 4L2 '

Noétese que la variacion de esta nueva definicion reproduce el resultado obtenido anterior-
mente. Por tanto, esta es la expresion algebraica para el contratermino escalar buscada. Fi-

nalmente, el fall-off del contratermino escalar es el siguiente
8 1/ 2o/ —hE 1/ 2 (2 + O, (4.24)
= —— vV —h— = —— x .
Tk Jom A2 K Joum 412

4.4.3 Formalismo de Brown-York

Segundo, una vez obtenido el contratermino escalar, se calcula la energia gravitacio-
nal de la teoria mediante el formalismo de Brown-York y se verificard la simetria conforme,

asegurando asi, que esta energia obtenida es correcta.

Dentro del contexto de la correspondencia AdS/CFT, se postula que en el borde de

una teorfa de gravedad existe una teoria cudntica conforme de campos dual. Por otro lado,
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el tensor de Brown-York, cual es un tensor holografico, se encuentra definido en la hiper-
superficie X. En consecuencia, el comportamiento asintético de este tensor en el borde de
la teoria guarda relacién con el valor de expectacidn del tensor de energia e impulso de la
teoria cudntica conforme de campos dual, y por tanto, con la energia gravitacional. El tensor

de Brown-York se halla definido en [Brown and York (1993)]

2 58
ab — /__h(Shab

(4.25)

El tensor de Brown-York, dada esta definicidn, para la presente teoria toma la siguiente forma

(revisar apéndice C.2)

1 hab hab¢2
= —— (K — hgp ) — — — .
Tab Ii( b oK) kL 4xL

(4.26)

A continuacidn, se procederd con el célculo de la energia gravitacional utilizando el forma-

lismo de Brown-York. Considérese la métrica en r-coordenadas
ds® = —N(r)dt* + H(r)dr® + S(r)de?, 4.27)

donde el fall-off de las componentes de esta métrica ya es conocido (revisar seccion 3.3.6)

) r? o] o [L? : i 5y | 7.2
ds” = — —u+ﬁ+(’)(r_ )}dt + L——T—<—u—|——)+(’)(7‘_ )]dr

+ [+ O(r™)]de*. (4.28)

Utilizando la expresion del tensor de curvatura extrinseca (revisar apéndice C.1), el fall-off
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de las componentes del tensor de energia e impulso de Brown-York es

1/ NS N\ N¢ 1/ -2

_ L/ SN Sy _S¢ 1
Tew = o0VHN L N

Como ha sido establecido por Brown y York en [Brown and York (1993)], el tensor de
energia e impulso de Brown-York permite calcular la magnitud conservada asociada a los
vectores de Killing. Esta magnitud invariante es la energia gravitacional, la cual estd dada

por la siguiente definicién

E = f dr/ou e (4.30)
by

Considerando las siguientes definiciones

u® = (8,5)“; £E=(0)" o=r% (4.31)

se obtiene la siguiente expresion

r
E= ¢ dpo——74. (4.32
g ¥ JN tt )
Entonces, considerando el fall-off de la teoria, se obtiene que la energia es
2
a T (4.33)

E = = .
8Gy 8GNL?

La energia gravitacional calculada aqui corresponde a la masa del agujero negro con pelo
(M = E). La validacién de la simetria conforme, dada la dualidad AdS/CFT, a su vez
valida que esta es la energia correcta para la teoria. Sea entonces la métrica en el borde de la

teoria

TQ 7,,2
dsgorde = ——di” + T2d902 - ﬁ

T3 (—dt® + L*dp?). (4.34)
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Sea ademads la definicién de la métrica de fondo de la teoria cudntica de campos conforme

dual [Natsuume (2014)]
55,0 = Vapdada® = —dt* + L?dg”. (4.35)

Se hace evidente la relacion entre la métrica en el borde de la teorfa gravitacional y la métrica

de fondo de la teoria cudntica dual. Se ha demostrado que el tensor holografico de Brown-

York estd relacionado con el valor de expectacion del tensor de energia e impulso de la
dual

teorfa cudntica dual, (75*) [Myers (1999)]. Dicha relacién esta dada como se muestra a

continuacion
V—hhet (riualy — Tlinolo V=7%The. (4.36)
Considerando las expresiones de h® y v

2

Veh=15L V=1, (437)

1.2
se tiene entonces
ua z. T2 L2 ua z. ua Z.
\/__hhtt<7t(i l) = Tlggo V=" = _fr_2<7tczle l> = _Lrlggo Ter = <Tg l> = Tlggo Tit,
(4.38)
2

/ dual\ __ 1z re 1 dual\ __ 1 7 dual\ __ 717
_hh%O(Tgogo > - rlirgo V _’7’7@@7—9090 - fr_2<7—<p<p > - z Tli)rgo Top - <7—4pr > - rliglo Top-
(4.39)

Dado que las componentes del tensor de energia e impulso de Brown-York no dependen en

r. Se tiene que el valor de expectacion del tensor de energia e impulso de la teoria dual es

(rdualy — . (4.40)

Por dltimo, se asume que este tensor de energia e impulso describe un fluido perfecto. Por
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tanto, se reescribe el tensor como se muestra a continuacion

(s ") = (p+ p)uatiy + Pa, (4.41)
donde p es la presion ejercida por el fluido y p es su densidad de energia. Dada las formu-
laciones (revisar ecuacion 4.29), se identifica las siguientes expresiones para la presion y

densidad

[ f

- " - " 4.42
167Gyl P T6nGAl (4.42)

P

La simetria conforme exige que la traza de este tensor de energia e impulso sea nula [Friedan

et al. (1986)]. Sea entonces la traza

Y (rdeety = (p + p)y*Puqup + Y Yabs (4.43)

ademas, considerando

YOugup = —1; Py = 2. (4.44)

Finalmente, tomando en cuenta los valores para la densidad de energia y la presion (revisar

ecuacion 4.42). Se verifica la simetria conforme

Y (rdely = —(p+p)+2p=—p+p=0. (4.45)

4.4.4 Accion On-Shell y Energia Libre de Helmholtz

Finalmente, se verifica que la teoria satisface la primera ley de la termodindmica.
Para ello, es necesario calcular primero las diferentes magnitudes termodindmicas mediante

el formalismo del calculo de la accion on-shell en la seccion euclidiana.

Como se ha mencionado en (revisar seccidén 3.2), la accion on-shell finita en la sec-

cién euclidiana, o simplemente accion euclidiana, permite el cdlculo de las magnitudes ter-
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modindmicas ya que estd vinculada con la energia libre de Helmholtz mediante la rotacion
de Wick. Por tanto, en la presente seccion se procedera a realizar el cdlculo de la accion eu-
clidiana y obtener la energia libre. Sea entonces la accién de la teoria (revisar ecuacion 4.1)

(09)°
2

Sl 0] = 5- | dov=g |-

- V(qﬁ)} —l—l/ deK\/—_h+Sct+8¢. (4.46)
2K K Jom

Dado que el célculo de la accién euclidiana considera todo el espacio-tiempo, es conveniente
realizar este procedimiento en el sistema de r-coordenadas. Sea entonces la métrica en la

seccion euclidiana

dsy, = N(r)dr® + H(r)dr* + S(r)de* = /g = /N(r)H(r)S(r), (4.47)

cuyo fall-off es

2 L2 L4 2
ds%j = |—u + .T + O(TQ):| dtQE =+ |:— -~ (_/'L + &) + O(T5)1 er
T

L? 72

+ [+ O(r™°)]dg*. (4.48)

Adicionalmente, la métrica inducida en la hiper-superficie tipo tiempo > definida a r =

constante en la seccidn euclidiana es
hE drda® = N(r)dr? + S(r)dt*; = VhE = \/N(r)S(r). (4.49)

Procediendo con el calculo, la accion en la seccion euclidiana es de la siguiente forma

2
gE _ _L/ P/ [R _09F v(qs)] _ 1/ s KVRE + SE +8F. (4.50)
2K M 2 K Joam

Primero se procede con el termino del bulk

a 2
Stk = —i » d*z\/—g"” {R - % - V(ﬁb)] - 4.51)
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En este punto, podria pensarse que la integracion de este término es demasiado compleja.
Sin embargo, es posible simplificar este cdlculo considerando las ecuaciones de campo de

Einstein (revisar ecuacién 3.85)

1 1 L [(00)?
Ruv - _g,uzzR = T,LLI/ = _a,u(b&/(b - gL —( ¢) + V(¢) . 4.52)
2 2 2 2
Considerando también la forma de la traza
96)2
0" Gy = g Ty = R = % +3V. (4.53)

Ademas, considerando la tercera relacion presentada en (revisar ecuacion 3.126). Se tiene

que el término del bulk en la seccién euclidiana es de la forma siguiente

8GN

1 g (dan [ 5 \"
SE.=— - / drdpdtpy/gPV = ——— ( ﬁ> : f dtg = 6, (4.54)

h

donde la integracion se realiza considerando como limite inferior el radio del horizonte de
sucesos del agujero negro con pelo y como limite superior el borde de la teoria 7, < r < ry.

Se procede ahora con el célculo del término de Gibbons-Hawking
1
Sty = —— / d*x K/ —h. (4.55)
K Jom

Usando la expresion para la traza de la curvatura extrinseca en r-coordenadas mostrada en

(revisar apéndice C.1), se obtiene

!

E _ _ - Ep — 5 = E i/
Sc j{dT%dcpvh K= 8GN (N—i—S)rb. (4.56)

Continuando, procederemos con el calculo del contratermino geométrico, el cual se realiza
sin muchas complicaciones. Este contratermino cumple el importante papel de regularizar

la accién on-shell, es decir, eliminar divergencias [Emparan et al. (1999)]. Sea entonces el
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contratermino geométrico

1 1 1 1 VNS
55:—/ dPaVhE | :—Jq{drj{dgpw_E\/h_E Ly 0 (VXS
K Jom L K L 4G N L
(4.57)
Considerando estos términos de la accion euclidiana, los cuales se comprenden como en

dos clases: términos evaluados en el horizonte de sucesos del agujero negro 75 y términos

evaluados en el borde de la teoria r;,. Sea entonces

S NS’ 2/ N
8L +8E., +8E = b (N’ ) b NG ( ‘/_> . (4.58)
Th Tb

- 8Gn NH |  8Gy JVNHS L

Dada la definicion para la temperatura de un agujero negro en r-coordenadas (revisar ecua-
cién 3.2), y siguiendo la ley de drea de Hawking-Bekenstein [Bekenstein (1972); Hawking
(1971, 1974)] para la entropia. Se tiene que para la teoria, en r-coordenadas, la temperatura

y la entropia son

1 ( N o [VST 1 VS
T_E(—_NH)%, 3_<W>Th = T3_8GN< _NHN>%' (4.59)

Considerando unicamente estos tres términos, y no el contratermino escalar, la accién eucli-

diana toma la siguiente forma

SE — _BTS —

(4.60)

3 N o 2/NS
sGy \ VHS L '

Ahora, considerando la métrica en r-coordenadas y su comportamiento asint6tico (revisar

ecuacion 4.48). Se tiene que el fall-off de esta accién euclidiana es de la forma siguiente

SE:_BTS_i _ +U_%+O(r_2) 4.61)
SGN L 572 . .

Por un momento, considérese que esta es la accidn euclidiana final, ignorando la contribucién

del contratermino escalar. Dado el desarrollo de la seccion 3.2, la energia libre de Helmholtz
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para la solucién seria

2
F=p3180=_78— ﬁ (—u + i) (4.62)

Ademds, dada la relacion establecida en la ecuacion 3.3.5 para la masa del agujero negro

1 = 8M Gy, la energia libre de Helmholtz toma la siguiente forma

of

F=-TS+ M- ——.
* 16G N L?

(4.63)

Este resultado sugiere que la energia de la teoria incluye una contribucién del campo escalar,
lo cual es inconsistente con el resultado obtenido mediante el formalismo de Brown-York.
De este modo, el contratermino escalar permite eliminar esta contribucién no deseada, resal-
tando su importancia en la teoria. Considérese, entonces, el comportamiento asintético del
contratermino escalar en la seccién euclidiana

sEzl/ d%\/hEgb—Q:lj{ded VhEgb—Q:i o +0(r?), (4.64)
. AL PYUUAL T aay \4L? o

Por tanto, considerando esta contribucidon del contratermino escalar, el fall-off de la accién

euclidiana total es el siguiente

8" =8+ 8y + 85 + 85 = —pTS - %[—u +0O(r ). (4.65)
N

Finalmente, se obtiene una expresion para la energia libre de Helmholtz para la teoria que es

consistente con el resultado del formalismo de Brown-York

F=M-TS. (4.66)
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4.4.5 Primera Ley de La Termodinamica

En la presente seccion, se muestra el efecto del contratermino escalar en la preserva-
cién de la primera ley de la termodindmica para la teoria. Sean las siguientes expresiones en
x-coordenadas para la temperatura, la entropia (revisar apéndice D.1) y la masa

Qz)m

! «
M — —
2G N

8GN 642Gy’

(4.67)

Y

Th

Siguiendo estas definiciones, la temperatura para la rama negativa y la rama positiva, respec-

tivamente, son

S e e T (g 4.68
- 16nvT (xh ~ )’ T 16w (xh ~ ) (4.68)

La entropia para la rama negativa y la rama positiva, respectivamente, son

v—1 v—1

v, ? vrx,?
S=——"h . S=—"h (4.69)
2Gn(1 — ) 2nGy () — 1)
Ademas, considérese la masa, cuya forma es vdlida para ambas ramas de la teoria
o)
M=——. 4.70
64772GN ( )

Por consiguiente, considerando las derribadas respecto a 7 de estas magnitudes termodina-

micas
dM
m___o 4.71)
dn 323G N
tanto para la rama negativa
ds > ds
(n) ___ vrz, N R S (4.72)
dn 2n°Gy(1 —af) dn 323G N
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como para la rama positiva

v—1

dS 2 dS
() ____vrz, - - * 4.73)
dn 212Gy (xh — 1) dn 323G N
se verifica la primera ley de la termodindmica para ambas ramas de la teoria
dM ds @ «
— —T— |dnp=|— dn = 0. 4.74
( dn dn) ! ( 207Gy 32n3GN> ! @79
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Capitulo 5

RESULTADOS Y DISCUSIONES

El presente capitulo se enfoca en presentar los resultados de la tesis y la discusion

emergente al respecto.

5.1 Principio Variacional y Contratermino Escalar

La verificacion del principio variacional en un procedimiento formal y directo ha
permitido hallar la variacion del contratermino escalar buscado (revisar seccién 4.4.1), que
es de la siguiente forma

684 . 1 0
W&b =5 /8 y d*a/—hn' 0,06 (5.1)

Sin embargo, esta no constituye la forma requerida del contratermino escalar, ya que se
trata de su variacion, y es necesaria su forma simple 84. No obstante, considerando este
resultado, se ha propuesto una forma del contratermino escalar que, al ser variada, toma la
forma correspondiente (revisar seccioén 4.4.2). Por lo tanto, la expresion del contratermino
escalar que satisface el principio variacional es la siguiente

_ L e ¢
Sy =~ /Wd wV=h . (5.2)
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Esta es la expresion algebraica del contratermino escalar requerida para el desarrollo tedrico
del presente trabajo. Notese que depende unicamente del cuadrado del campo escalar y no de
ninguna derivada de este. Convenientemente, esta sencillez del contratermino escalar facilita
su aplicacion tedrica. El fall-off, necesario conocer para alcanzar los objetivos adicionales

del proyecto, es el siguiente

8 ——1/ 2o (2L + o) (5.3)
¢ = 5 Jom s 4L2 T . .

En esta expresion se aprecia el aporte del campo escalar proveniente del contratermino esca-
lar 01, y es de tal forma que elimina la contribucién no deseada del campo escalar proveniente

del back-reaction de la teoria.

5.2 Energia Gravitacional y Simetria Conforme

El formalismo de Brown-York es el método formal méds adecuado para obtener la
energia gravitacional de la teoria. Dado que es un tensor hologréfico y, en el contexto de la
dualidad AdS/CFT este tensor estd vinculado con el tensor de energia e impulso de la teorfa
cuantica dual, el cual, en el contexto de la teoria C F'T" debe satisfacer la simetria conforme.
Por lo tanto, validar la simetria conforme, a su vez, valida la energia gravitacional obtenida
(revisar seccion 4.4.3). El tensor de Brown-York, para la presente teoria, es de la siguiente
forma

1 hay ~ hapd?

= — (K —hypK) — — — .
Tab l{( ab ab ) wkL 4k L

(5.4)

Noétese que la contribucién del contratermino escalar estd presente en el cuarto término, de

manera que elimina la contribucién no deseada del campo escalar. Las componentes del
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tensor de Brown-York han sido calculadas, y son de la siguiente forma

1/ NS N\ N¢& 1/u i
= (wm—f)+ﬂf—;(ﬁ)+0“ ) )

1/ SN S\ S¢ 1 [(uL L
TW;-@(Q\/HN_L)_ZIFLL/i(Z)jLO(T )

Como se muestra aqui, las componentes de este tensor dependen tnicamente de y, cual esta
relacionado con la masa del agujero negro con pelo, y no incluyen ninguna contribucion del
campo escalar. Como se ha mencionado, el tensor de Brown-York estd relacionado con el
valor de expectacion del tensor de energia e impulso de la teoria cudntica dual

(rdaly = 74, (5.6)

a

Este tensor dual, para esta teoria, satisface la simetria conforme. Dado que esta teoria es asin-
téticamente AdS implica que en su borde se ha de validar resultados de la teoria C'F'T’, cual
tiene implicaciones importantes para el campo escalar. Por tanto, esta simetria es una impo-
sicién de la dualidad AdS/CFT, y preservarla permite asegurar que el desarrollo tedrico es
correcto

% (rdualy — 0, (5.7)
La validacion de esta simetria asegura que la energia gravitacional obtenida mediante

este formalismo es la correcta para la teoria

_ a b I
E= f dr/ou Tyt = ——. (5.8)
> 8GN

Como se menciond en (revisar seccioén 3.3.5), 1 = 8M Gy es un pardmetro auxiliar que
permite reescribir y simplificar la masa del agujero negro con pelo, asi como su contribucién

en la solucion. Ademads, dada la condicion para la existencia del horizonte de sucesos, se
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tiene que

2
N(ry)=0=pu=-L. (5.9)

M T «
E = — =M= —. 5.10
8GN L? 64GN772 ( )

Finalmente, esta constituye una imposicidn sobre la energia gravitacional obtenida mediante

otros métodos, como el formalismo de la accién euclidiana.

5.3 Termodinamica

El cédlculo de la accién euclidiana requiere conocer la accidon completa de la teoria.
En este proyecto, la accion presentada, junto con el contratermino escalar propuesto, verifica
el principio variacional y la simetria conforme. Por lo tanto, esta accién es completa, y se
estd entonces en posicion de calcular las magnitudes termodindmicas correctas y validar la

primera ley de la termodindmica. La accién completa es la siguiente

1 Pk 1
8[Gyuws 9] =§/Md3x¢—_g {R—( f) —V(¢)}+;/6Md2xl(\/—_h+sct+s¢. (5.11)

El calculo de la accién euclidiana, como se ha mostrado en la seccion 4.4.4, es entonces

B

8% =8+ Séu + 85 + 85 =—pTS - W[_“ +0(r ), (5.12)
N
a partir de la cual se obtiene la energia libre de Helmholtz
F=p1'8=F=M-TS. (5.13)

Esta energia libre hallada es consistente con el formalismo de Bronw-York, puesto que la

masa obtenida mediante ambos formalismos es la misma. Adicionalmente, este resultado
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es consistente con la termodindmica de agujeros negros, puesto que la entropia satisface
la ley de édrea y la temperatura es proporcional a la derivada de la funcién métrica, siendo
que estas magnitudes se identifican de las componentes evaluadas en el radio de horizonte de
sucesos de la accion euclidiana. Entonces, se esta en posicion de verificar la primera ley de la
termodindmica. Entonces, estas magnitudes termodindmicas en el sistema de x-coordenadas
son

’ Q(z,
r) = [TEE| s = |V M= e 1)

Th

En este punto, para la verificacion de la primera ley de la termodindmica, se podria consi-
derar la diferenciacion de las presentes magnitudes termodindmicas con respecto a xj. Sin
embargo, esto conlleva un error, dado que x es una coordenada abstracta, es decir, que no
tiene significado fisico. Por consiguiente, el pardmetro respecto al cual se debe realizar la
diferenciacion es 7, puesto que este si tiene significado fisico al estar vinculada con la masa
del agujero negro con pelo. Entonces, dada esta consideracion, se verifica la primera ley de

la termodindmica (revisar seccién 4.4.5)

aM Tﬁ dn = 0. (5.15)
dn dn

Estos resultados obtenidos, muestran la importancia del contratermino escalar para el desa-
rrollo tedrico de un agujero negro con pelo. Por consiguiente, la contribucién principal del
presente trabajo ha sido demostrar que es posible acoplar un campo escalar a un agujero
negro con pelo en 2 + 1-dimensiones, asintéticamente Ad.S, sin violar los principios fisicos

implicados de la teoria de gravitacion.
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Capitulo 6

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Conclusion general: En este trabajo se ha demostrado que, al exigir la preservacién
del principio variacional de la teoria, lo cual requiere la eliminacién del término de borde
remanente mediante la proposicidon de un contratermino, se ha obtenido la expresion alge-
braica del contratermino escalar. Mediante el formalismo de Brown-York y el formalismo de
la accién euclidiana, se han validado tanto la simetria conforme como la primera ley de la

termodindmica, logrando asi una descripcidn tedrica completa y coherente.

Conclusion especifica 1°: En la presente tesis, se ha mostrado la solucién exacta
de un agujero negro con pelo en 2 + 1 dimensiones, asintéticamente AdS, la cual evade
el teorema de no-pelo. Sin embargo, para llevar a cabo un desarrollo tedrico completo y
satisfactorio, es necesario un contratermino escalar. En la presente tesis se ha obtenido la
siguiente expresion algebraica del contratermino escalar

_ 1 2 ¢’
8= /Wd V=R, (6.1)

mediante el formalismo del principio variacional. Cual es el correcto, puesto que ha permiti-

do verificar el principio variacional 68 = 0.

Conclusion especifica 2°: Hallada la expresion del contratermino escalar, se ha
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obtenido la accién completa, lo que ha permitido calcular el tensor de energia e impulso ho-
logréfico de Brown-York. A partir de este tensor, se ha calculado la energia gravitacional, y,
al estar relacionado con el valor de expectacion del tensor de energia e impulso de la teoria
dual, se ha validado esta energia obtenida mediante la verificacion de la simetria conforme,
la cual es una imposicién de la dualidad AdS/CFT. Asi, se ha impuesto este resultado para

la energia obtenida mediante el formalismo de la accién euclidiana.

Conclusion especifica 3°: Finalmente, conocida la accién completa, se han calculado
las magnitudes termodindmicas mediante el formalismo de la accién euclidiana, cuyos re-
sultados son tedricamente consistentes con el formalismo de Brown-York. Asi, considerando
el parametro 7, el cual tiene sentido fisico al estar relacionado con la masa, se ha verificado
la primera ley de la termodindmica para el agujero negro con pelo. De esta manera, se ha
demostrado que es posible el desarrollo tedrico de forma completa y satisfactoria un agujero

negro con pelo en 2 + 1-dimensiones.

Recomendacién: Es recomendable considerar que este contratermino escalar hallado
en el presente trabajo podria no ser aplicable a otros tipos de agujeros negros, como aque-
llos con rotacién o carga eléctrica. Por otro lado, es importante contar con un conocimiento
considerable en el manejo de software de dlgebra simbodlica, como Maplesoft, que facilita
enormemente los cdlculos matemaéticos tanto en este trabajo como en investigaciones en el
area de la fisica tedrica. Adicionalmente, se sugiere utilizar el libro [Poisson (2004)] como
manual de referencia para las herramientas matematicas necesarias en el desarrollo tedrico

de investigaciones en relatividad general.
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APENDICE A

A.1 Convenio de Suma de Einstein

Las operaciones con tensores, incluso las mds sencillas, pueden conllevar a rigurosos
procedimientos si no se utiliza la notacién adecuada. Por tanto, en el presente trabajo hare-
mos uso de los siguientes convenios de notacion [Wald (2010); Janssen (2013); Landau and

Lifshitz (1973); Poisson (2004)]:

= Se utiliza el convenio de notacion de indices abstractos. De acuerdo con este, solo es
de interés las componentes de los tensores. Se denominan tensores de componentes
contravariantes (k, 0), a los cuales se les asignan indices superiores 7% ~%_ Por otro
lado, se denominan tensores de componentes covariantes (0,[), a los cuales se les
asignan indices inferiores T3, ;. Asimismo, los tensores de tipo (£, ) se denotan con

indices superiores e inferiores 7;'" "} "

= Se emplea el convenio de suma de Einstein, el cual indica que es posible contraer los

indices de los tensores cuando estos sean repetidos, y representa una sumatoria

AB' =) AB'. (A.1)

A.2 Tensores Covariantes, Contravariantes y La Métrica

Se refiere a los vectores que pertenecen al espacio tangente 1}, como covariantes y
a los vectores duales que pertenecen al espacio cotangente o espacio dual V,* como contra-

variantes. Por consiguiente, es posible descomponer un vector ¢ en los vectores base é; del
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espacio vectorial tangente V),. Sea un vector 3-dimensional
= __ 14 24 35 _ .15
U=10€ +v°e+v-é3 =0'€. (A.2)

Realizando una proyeccion de este vector, es posible hallar las componentes covariantes del
mismo

Vj = U - éj = ’Uzéi : éj. (A3)

Como se puede observar, es posible ir de un espacio covariante a un espacio contravariante
y viceversa; en general, se pueden subir y bajar los indices de los tensores. El objeto mate-
matico con la capacidad de realizar esta tarea es el tensor métrico, o simplemente la métrica,

el cual se define de la siguiente manera
gij = él . ej; él‘, éj & ‘/p (A4)

ij AP Ad i Aj x
gv =é"-é; e, el eV (A.5)

Mas precisamente, el efecto de la métrica en un tensor covariante y en un tensor contrava-
riante es como sigue

v = 0'gij, (A.6)
v = v;g". (A.7)

Otro rol importante de la métrica es que permite definir el producto interno entre tensores
A'B; = A'B g;;. (A.8)
Por tanto, la norma de un vector se define de la siguiente manera

U-T=0"¢-v7é; =0v"17é; - é; = v g,;. (A9)
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APENDICE B

B.1 Constante Cosmolégica

Dado que Einstein consideraba un universo estatico, era necesario afadir una cons-
tante cosmoldgica a sus ecuaciones de campo gravitatorio, una que contrarrestara la atraccion
gravitatoria. Sin embargo, con las observaciones de Hubble, se sabe que el universo esta en
un estado de expansion acelerada. Por consiguiente, en la cosmologia moderna se consi-
dera una constante cosmoldgica negativa que representa la expansion acelerada del univer-

so [Weinberg (2008)].

B.1.1 Curvatura Negativa

Un ejemplo de un espacio-tiempo con curvatura positiva estd representado por la

siguiente métrica [Natsuume (2014)]

ds* = —dt* + p*(df? + sin® 0d¢?). (B.1)

La parte espacial de esta métrica corresponde a la esfera S? con un grupo de simetria SO(3).
En consecuencia, el espacio-tiempo en su totalidad tiene la geometria R x S? con un grupo

de simetria SO(1, 3). La curvatura escalar de este espacio-tiempo es la siguiente

R=—. (B.2)

De manera alternativa, se puede describir un espacio-tiempo con curvatura negativa mediante
la siguiente métrica

ds? = —dt* + p*(df* + sinh? 0d¢?). (B.3)
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La parte espacial de esta métrica corresponde a la de un espacio hiperbélico H?2, con grupo
de simetria SO(1,2). Por tanto, la geometria total de este espacio-tiempo es R x H?, con
grupo de simetria SO(2, 2). La curvatura escalar de este espacio-tiempo es como se muestra

a continuacion

R=—0s (B.4)

Un espacio-tiempo Anti-de Sitter o AdS esta caracterizado por tener curvatura escalar ne-
gativa. Ademads, cuenta con dos coordenadas tipo tiempo y una coordenada espacial, que

satisfacen la siguiente ecuacion

/AR, G G o (B.5)

donde L es el radio del espacio AdS. La métrica de este espacio-tiempo es la siguiente

ds® = —dZ% — dX? + dY?>. (B.6)

El espacio-tiempo AdS, tiene el grupo de simetria SO(2,1). El conjunto de coordenadas

que satisfacen la ecuacién B.5 es

X = Lcoshpcost; Y = Lcoshpsint; Z = Lsinhp. (B.7)

Teniendo en cuenta esta transformacion de coordenadas, la métrica adopta de la siguiente

forma

ds® = L*(— cosh pdt? + dp?). (B.8)
La curvatura escalar de este espacio-tiempo es la siguiente

2
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B.1.2 Espacio-Tiempo con Curvatura Constante en n + 1-Dimensiones

La accién de Einstein-Hilbert, sin considerar la contribucion de la energia, mas el

término de Gibbons—Hawking en n + 1-dimensiones es

1 1
Shu Sgy = —— d" M= —2N) + — d"zv—hK. B.9
buk + ScH = T /M rv/—g (R )+ 357G o, T (B.9)

Entonces, las ecuaciones de campo de Einstein, para el vacid, son

1
R, — §gWR + Ag, =0, (B.10)

o <2 . . -1
donde A es la constante cosmoldgica y su expresion en n + 1-dimensiones es A = n{n-1)

2L
Por lo tanto, las ecuaciones de campo de Einstein toman la siguiente forma
1 n(n—1)
R‘Lw — Qg'LWR — Wgwj =0. (Bll)
Tomando la traza de estos tensores, se obtiene la siguiente expresion
Y 1 n(n —1) 1 n(n —1)
g,u R“”_ﬁg“VR_TgW =0 = R—i(n‘f—l)R—W(n‘i‘l):O
(B.12)
A partir de la cual, se obtiene la siguiente forma para la curvatura escalar
n(n+1
R= —%. (B.13)

Por consiguiente, las ecuaciones de Campo de Einstein en n + 1-dimensiones, en un espacio-
tiempo curvo considerando una constante cosmoldgica, y en el vacid, toman la siguiente
forma

n
R, + ﬁgw =0. (B.14)
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APENDICE C

C.1 Tensor de Curvatura Extrinseca

Dada la siguiente definicion para el tensor de curvatura extrinseca [Poisson (2004)]

1
Ko = §<£ngw>egef, (C.1)

donde L,, es la derivada de Lie en la direccion del vector n. Utilizando esta definicion del
tensor de curvatura extrinseca y conociendo el vector normal a la hiper-superficie tipo-tiempo
Y., definida a r = constante, es posible hallar la expresion del tensor de curvatura extrinseca

y su traza para ambos sistemas de coordenadas de interés.

C.1.1 Tensor De Curvatura Extrinseca en Coordenadas =

La métrica del espacio-tiempo en z-coordenadas para la teoria es la siguiente

77deZ
/()

gudrtds” = Q(z) {—f(ac)alt2 + + dgoz} : (C.2)

La hiper-superficie tipo-tiempo X se define a x = constante. Por tanto, el vector normal a

esta hiper-superficie es el siguiente

Qz)
Ng = \/Gzz0s = Nz =1 . (C.3)
f(z)
Ademas, la métrica inducida a la hiper-superficie X es la siguiente
hapdz®da’ = Q(z) [— f(z)dt* + d?] . (C4)
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Dadas estas expresiones para la métrica inducida y el vector normal, la expresion para el

tensor de curvatura extrinseca es la siguiente

Kab g aa: hab .

Finalmente, la traza del tensor de curvatura extrinseca es como se muestra a continuacion

TT 9] f)/ +qQ f
K= 0Ky = Y9 g by = K= D LT Cs
PO (B )1 )
C.1.2 Tensor de Curvatura Extrinseca En Coordenadas r
La métrica del espacio-tiempo en r-coordenadas para la teoria es la siguiente
Gudztds” = —N(r)dt* + H(r)dr* + S(r)dy*. (C.6)

La hiper-superficie tipo-tiempo X se define a r = constante. Por tanto, el vector normal a

esta hiper-superficie es el siguiente

Nog = /90y = 1, =+/H(r). (C.7
Ademas, la métrica inducida a la hiper-superficie X es la siguiente

hapdz®da’® = — N (r)dt? + S(r)dep. (C.8)

Dadas estas expresiones para la métrica inducida y el vector normal, la expresion para el

tensor de curvatura extrinseca es la siguiente

K(zb = g arhab- (C9)
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Finalmente, la traza del tensor de curvatura extrinseca es como se muestra a continuacion

rT 1 N’ !
K = h®K,, = h® Vg Ohy = K= i {N 4 %} . (C.10)

C.2 Tensor de Brown-York

Para la demostraciéon de la expresion del tensor de Brown-York, primero se debe

considerar la siguiente expresion para la métrica

ds® = dn® + g;jdx'da’ = \/det(gm,) = \/det(gij). (C.11)

Con el objetivo de simplificar el cdlculo matematico, se considerara unicamente el término
del bulk y el término de Gibbons-Hawking para la accién. Dado que se evalua el escalar
de Ricci en la hiper-superficie Y [Poisson (2004)], esto permite reescribir la accidén de la

siguiente manera

1 g
S{gpa] = Swut + Sar = 5 / dwdny/—g (R® + K* — K;KY —2A),  (C.12)
M

donde R® es el escalar de Ricci asociado a la métrica g:j. Entonces, la variacion respecto a

esta métrica es

68 = i / d’zdn {v=g [6R® + 2K},6" K"5g;; + 2 (K g7 — KV) § K5
M

+(R? + K? — K;;K7 —20)5\/—g}. (C.13)

La expresion del tensor de curvatura extrinseca para la métrica estudiada es la siguiente

1
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Por tanto, el tercer término de la expresion C.13 es un término de diferenciacion en g;;. Este

término toma la siguiente expresion que permite avanzar en el desarrollo matemaético

1

Adicionalmente, utilizamos la siguiente relacion para reescribir la variacion de la accidén

estudiada
(Kg7 — K7)0,(6g:;) = 0, [(Kg” — K7)6g;;] — 69:;0, (Kg” — KY). (C.16)

Aplicada esta relacion en la accidn estudiada, el término de mayor importancia para fines de
la investigacidn es el siguiente
P d2xdn6 [(Kg7 — K7)dg;;] - (C.17)

K

Este se convierte en un término de borde al aplicar el teorema de la divergencia. Por consi-

guiente, la variacion de la accion se divide en un término de bulk y un término de borde

1 -
55 = - dQ:chn\/_E”égU+— / Pa(Kgh — K')sg,;, (C.18)

donde el tensor E* representa la contribucién del bulk en la variacién de la accién estudiada.
Este término se anula puesto que la teoria satisface las ecuaciones de campo de Einstein. Por
tanto, como remanente, se tiene un tensor de borde, que es el tensor de Brown-York
1 2 ij g
08 = —— /g (K7 — g"K) bgy;. (C.19)
2K OM

Finalmente, considerando la accion total para la teoria (revisar ecuacién 3.84), y siguiendo

la definicién del tensor de Brown-York, este, para la teoria, toma la siguiente forma

9 I 1 hap — hap®?
b= = = —— (K — haK) — 2 — ~
Tab /—h Ohab /1( b oK) kL 4rL

(C.20)
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APENDICE D

D.1 Magnitudes Termodinamicas en x-Coordenadas

Se ha definido la temperatura para un agujero negro en el sistema de r-coordenadas
(revisar seccion 3.2). Sin embargo, también es necesario conocer la expresion de esta misma

en el sistema de coordenadas x. Sea la métrica en r-coordenadas dada por
ds* = —N(r)dt* + H(r)dr® + S(r)dr®. (D.1)

En el cual la temperatura estd definida de la siguiente manera

1 N'(r
T= | — 7 . D.2
L/N(ﬂH(r)L 02

Considerando las ecuaciones de relacion entre ambos sistemas coordenados estudiadas en
(revisar seccion 3.3.7), la temperatura en el sistema de z-coordenadas toma la siguiente for-

ma

B 1 df(z)  dQ(x)
T—W{Q(x) I + . f(x)} : (D.3)

Th
Considerando el hecho de que la métrica evaluada en el borde es nula f(z;) = 0, la expresién

para la temperatura en z-coordenadas es la siguiente

1 [de)
= 47 [ dx Lh’ D5

se procede ahora con el andlisis para la entropia. Sea la definicién para esta siguiendo el

teorema de area de Hawking-Bekenstein [Bekenstein (1972); Hawking (1971, 1974)]. Por
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consiguiente, la entropia para la teoria en r-coordenadas es la siguiente

5= VS0 (D.5)

2GN

Una vez mas, utilizando las ecuaciones de relacidon entre ambos sistemas coordenados estu-

diadas en (revisar seccion 3.3.7), la expresion de la entropia en x-coordenadas es la siguiente

5 = TV zn) (D.6)

2GN
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